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Endast kommenterade svar!!! OBS: Inte alla delsteg ar redovisade!

0. Lat parametern A vara lika med den ndst sista siffran i ditt personnummer.
Losningsforslaget skrivs med parametern, for att ha alla olika varianter med.
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1. (a) Undersok om grdinsvardet av existerar dd x? + y? — co. 20p

xt 4yt
2

(b) Betrakta h(x,y) = arctan T, 3p
)

i. Undersék om grinsvirdet av h(x,y) existerar da (x,y) — (0,0) med y > 0.
it. Undersok om grinsvdrdet av h(x,y) existerar da (x,y) — (0,0) med y > |z|.
iti. Ange en (icke-konstant) funktion H(x,y) sadan att gransvdrdet av produkten

H(x,y) - h(x,y) ezisterar da (x,y) — (0,0) med y > 0.

(a) En mojlighet dr anvdndning av polédra koordinater:

73(cos® t + sin® t) < 2 < 4
rd(costt +sin®t)| = r(costt +sintt) T r’

3 3
Med hjalp av instangningsregeln kan vi da dra slutsatsen att  lim Ty = 0. Den

z24+y2— o0 rt + y4
sista olikheten ovan fas t.ex. genom omskrivningen

DN | =

1
cos* t 4 sin?t = cos® t(1 — sin?t) + sin? t(1 — cos®t) = 1 — 3 sin? 2t >

(b) i. I 6vre halvplanet kan vi vélja tva olika vigar

2
x T
h(0,y) = arctan0 =0  och h(z,z?) = arctan — =arctanl = 1
x
och darmed existerar gransvirdet i omradet y > 0 inte.
ii. Observera forst att kurvan y = 22 som anviinds ovan inte ligger i omradet y > |z|. Nu
kan vi daremot gora en uppskattning
2 2
x
0<—< vy Y
Y Y
och ty arctan-funktionen &r monoton far vi

2
T

0 < arctan — < arctany.
Y

Igen instdngningsregeln ger att gransvirdet i detta fall ar 0.

(iil) Eftersom h &r begriansad sa duger t.ex. varje funktion H, sadan att ( %Hn( : H(xz,y) =0,
z,y)—(0,0

teex H(z,y) =y.

34,3
Svar: (a) lim 9647—1—344 =0
z2+y2—o0 T* + Y

(b) i. gransvirdet existerar inte, ii. gransvirdet ar 0, iii. t.ex. H(z,y) = y.




2. (a) Undersék om G(z,y) = ye® ~¥" antar storsta och/eller minsta virde i mingden 4 p
D ={(z,y):y > |z| + A—10}.

OBS: Anvind ditt virde av A som du har bestimt i fraga 0 ovan.

(b) Ange ett exempel pd en begrinsad, men icke-kompakt delmdingd av R?. 1p
(a) Omradet bestar av alla punkter som ligger ovanfor kurvan y = |z — Z, dér jag for
enkelhets skull anvinder A := 10 — A. Parametern A kan anta foljande véarden 1,2, ......10.

Vi konstaterar forst att linjen y = z ligger inom omradet och G(¢,t) = t &r uppat obegréinsad,
alltsa antar GG inte storsta varde.

Vi ser att G > 0 for alla punkter med y > 0 och G < 0 for y < 0. Eftersom
Do = {(z,y) € D,y < 0}
ar en sluten triangel och ddrmed kompakt, samt att G ar kontinuerlig sa antar G minsta
varde pa Dy som ocksa dr minsta vardet pa D.
(b) Om méngden dr begrédnsad men inte kompakt, sa far den inte vara sluten. T.ex. den
oppna enhetscirkelskivan #r en sidan méngd {(x,y) € R? : 22 +y? < 1},
3. Betrakta funktionen g(x,y) = z* +y* — B(x — y)? med parametern 3 € R.

(a) Bestim for varje virde pa B alla lokala minimipunkter till g. 4p

(b) Vilj ett varde pa 8. 1p
Ange (for detta vdrde pa 8) en mdngd M; sadan att g antar ett minsta vdrde pa M,
och ange en mdngd Mo sadan att g inte antar minsta vdrde pa M.

(a) Vi betraktar ekvationssystemet

(I) g = 4a°—-26(z—y)=0
(II1) g, = 4’+28(x—y)=0.
Addition av ekvationerna ger 4x3 +4y3 = 0, alltsa y = —z. Fran den forsta ekvationen far vi

da efter lite omskrivning x(2? — 8) = 0. Dirmed har vi (for varje viirde pa 3 den stationira
punkten (0,0) samt for positiva 3 tva till stationira punkter (&+/3, Fv/3).

For att bestimma deras karaktar berdknar vi dven de andra partiella derivatorna:
Grn=122" =28 g, =gy, =26 gy, =12 2.

For bada punkter (++/83, F+/3) ar den kvadratiska formen

1 1
Qhk) = ... = 105((h + k)4 (1= %)xﬁ)
positivt definit, ty 8 > 0! Bada punkter ar alltsa lokala minimipunkter.
Fér punkten (0,0) &r den kvadratiska formen Q(h,k) = ... = —28(h — k)? semidefinit och

avgor darmed inte karaktéren.

Vi tittar igen pa g(z, y) = 2* +y* — B(x —y)? och observerar att for 3 < 0 géller g(z,y) > 0 =
¢(0,0) och déarmed &r (0,0) i detta fall en (&ven global) minimipunkt. Fér § > 0 déremot
har vi g(t,t) = 2t* > 0 medan g(¢,0) = t?(—3+t2) antar negativa virden for tillrickligt sma
t. I detta fall &r (0,0) alltsa en sadelpunkt. Sammanfattningsvis har vi fatt f6ljande:

B> 0: (£+/B,F/B) ar lokala minimipunkter och (0,0) ar en sadelpunkt.

B < 0: den enda stationédra punkten (0,0) &r en minimipunkt.

(b) Oavsett vardet pa 8 kan méngden M; viljas som en godtycklig kompakt méngd ty g ar
kontinuerlig, t.ex. den slutna enhetscirkelskivan M; = {(z,y) : 22 + y* < 1}.

Ett exempel pa M far vi t.ex. genom att vélja nagot S < 0 och My =R\ {(0,0)}, ty vi har
sett att g(x,y) > 0 i denna méingd men eftersom ¢(0,0) = 0 och g dr kontinuerlig, s antar
g i M5 varden godtyckligt néra 0.

Svar: (a) For 3 > 0 ar (&+/8, Fv/B) ér lokala maximipunkter, fér b < 0 dr endast (0,0) en minimipunkt

(b) t.ex. My = {(z,y) : 22 +y?> <1} och My =R\ {(0,0)}.
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—————— har stérsta och/eller minsta varde under
x? +y? 4 22

4. (a) Avgér om funktionen f(x,y,z) =
bivillkoret
(x—1)2+ (y+1)% + (A+2)2% = 200
och bestim dessa i sa fall. 4p

OBS1: Anvdand igen ditt virde for Al
OBS2: Det dar ok att svara med ”storsta vdrdet av dessa tal” utan av numeriskt avgora
vilket som dr stéorst!

(b) Betrakta kurvan x® — y*> = 4 (som en delmdingd av R?). Ange en funktion, som antar
mansta varde pa denna mdangd men inte storsta virde. 1p

(a) Bivillkoret beskriver i alla fall en ellipsoid, dvs en kompakt méangd. Funktionen f &r inte
kontinuerlig i hela R® men kontinuerlig i alla punkter som uppfyller bivillkoret (ty origo inte
uppfyller det) och ddrmed har f bade storsta och minsta virde under bivillkoret.

Vi konstaterar att det inte finns singuléra punkter (pa ellipsoiden) och anvénder metoden av
Lagrangemultiplikatorer, dvs vi betraktar hjalpfunktionen

1

Howid) = oy

+A((z = 1)+ (y+1)* + (A +2)z* — 200).

Partiell derivering ger foljande ekvationssystem

2z

_($2+y2+z2)2+2)\($_1) =0
2y

,($72+y2+z2)2+2/\(y+1) = 0
2

4 2NA42)z = 0

(22 +y% + 22)

samt
(=12 + (y+1)* + (A+2)2* — 200 = 0.

Elimination av A i den forsta och andra ekvationen samt i den den andra och den tredje ger
- efter lite omskrivning -

1
- _ t ) =0
x Yy samt  z( e 1)
I den andra ekvationen far vi tva fall. Om z = 0 sa far vi tillsammans med x = —y fran

bivillkoret punkterna (11, —11,0) och (—9,9,0).

A+2)?
200 — 2473,

A+2
Storsta och minsta vardet finns dérfor bland funktionsvardena i dessa punkter, dvs

I det andra fallet, namligen y = ALH (OBS A+1 # 0), sa ger bivillkoret z = +

1 1
f(]-la_]-]-vo) - @7 f(_97970) - @7
och
(A+2)2
! L, 200 - 245 1
A+1"A+ 1’ A+2 - 200 _ 2(A+2)°

2
Gtz T Az T Are

Anmérkning: I alla fall &r minsta vardet ﬁ och storsta virdet det som ges av punkterna
med z # 0, men det krévs inte i l6sningen.

(b) Kurvan dr en hyperbel t.ex. funktionen f(x,y) = 22 + y? antar minsta virdet men
ej storsta varde. Den antar minsta vardet eftersom snittet av hyperbeln med en sluten
cirkelskiva med radie t.ex. 10 dr en kompakt méngd och virdet av den kontinuerliga funk-
tionen f utanfér denna méngd &r sékert storre d&n i méngden. Darfor antar f ett minsta
varde i cirkelskivan som dven dr minsta virdet pa hela hyperbeln. Daremot &r hyperbeln en



obegransad méngd och darfor dven f (som ju ange avstandet till origo i kvadrat) obegréansad
pa hyperbeln.

Ett annat enkelt exempel &r f(z,y) = |x|. Tydligen ar = koordinaten for punkter pa hyper-
beln antingen storre én 2 eller mindre &n —2, alltsa antar f alla vérden storre eller lika med 2.

. Betrakta differentialekvationen op

ISR N TONE I TR N T
1622 0x2  12xy? 0xdy ~ 36y* Oy? 1623 0x  18y> dy

for x > 0.

(a) Visa att differentialekvationen i de nya variablerna s = x? + y® och t = x? — y3 blir

2f
a2 1

(b) Lds den partiella differentialekvationen.

(a) Vi anviinder de nya koordinaterna for att fa en differentialekvation for F(s,t) := F(z, ).
Att rdkna om partiella derivatorna i de nya koordinaterna ger

F' = F'2z+ F2x

F!'' = ... =42*(F/ +2F, + Fl}) + 2F. + 2F}
Fl, = ...=6xy’(F, — F}))

F), = ...=9y*Fl, —2F), + F}}) + 6yF, — 6yF|.

Differerentialekvationen blir da verkligen
F!' = F.
(b) Losningen blir da F(s,t) = A(t)e® + B(t)e™* och déirmed
Fla,y) = A@® —y)e” V" 4 B(a® —y*)e T+

med tillrdckligt manga ganger deriverbara funktioner A och B.

6. (a) Undersdk om serien 2p

> () (5)

n=1

ar absolutkonvergent, betingat konvergent eller divergent.

o0

(b) For vilka x € R dr serien Y n(x — 1) konvergent. 1p
n=0

(c) Undersck om den generaliserade integralen 20p

/°° arctan x
——dx

o zi(z?2+3)

ar konvergent.

(a) Vi anvénder kvotkriteriet och far

(3(n + 1)) (_l)(nﬂ)
2(n+1) 9 B (Bn+3)(3n+2)(3n+1)

BE i

1
)" T @n+2)2n+ D(n+1) 9

Rellog



Eftersom gransvardet % < 1 &ar serien absolut konvergent.
(b) For att anvénda rotkriteriet berdknar vi lim {/|n(x — 1)*| = |z — 1|. Darmed far vi att
n— oo

serien &r absolut konvergent for |z — 1| < 1 dvs for 0 < & < 2 och divergent for |z — 1| > 1
dvs for x < 0 eller z > 2. T granspunkterna |z — 1| = 1 avgdr rotkriteriet inte och vi kollar

serien direkt, ndmligen Y n(—1)" och >  n(1)". I bada fall gar termerna inte mot 0, alltsa
n=0 n=0

ar serierna divergenta.

(c) Vi konstaterar forst att integralen ar generaliserad bade i * = 0 och vid oo och delar
dérfor upp integralen t.ex.som

* arctanz 7 arctanx > arctanz
————dx = ————dz + ———dx
o x1(x2+3) 0o zi(x?+3) 7 x1(x?2+3)

For den forsta integralen anvander vi JFKII och berdknar

arctan

5
lim x4 (z2+43) - 1
CL’HO“F x% e 37

och dérmed har den forsta integralen samma konvergensbeteende som f07 L dz, alltsa kon-
4

vergent. For den andra integralen kan vi t.ex. anvinda JFKI genom att for > 7 uppskatta
arctan T
=1t <

2 <. Eftersom f L dz #r konvergent #r Aven den andra integralen konvergent.
23 (m2+3) T 7T x

Svar: (a) abolut konvergent (b) konvergent for 0 < x < 1. (c) konvergent.




