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Endast kommenterade svar!!! OBS: Inte alla delsteg ar redovisade!

0. Lat parametern a vara lika med numret pa din fodelsemanad (t.ex. om du dr fodd i september
sa ara=9 for dig)

Losningsforslaget skrivs med parametern, for att ha alla olika varianter med.

1. Undersdk foljande grdansvirden och berdkna dem i forekommande fall: op
-1 2 2
lim ez2+2zy+2y2 lim 67(1 +4zy+3y )
(z,y)—(0,0) z2+y2—o00

-1
Kommentar: den forsta funktionen ar alltsd e=2+zzv+2e2 = exp ( 55—s—3 ).
x24-2xy+2y

Vi borjar med att konstatera att z2 + 2zy + 2y?> — 0 da (x,y) — (0,0). For att avgora
hur m beter sig, maste vi avgdra tecknet hos z? + 2zy + 2y2. En mojlighet &r
kvadratkomplettering z2 + 2xy + 2y% = (z + y)? + y? > 0. Alltsa far vi WM — —00
—1
da (z,y) — (0,0) och ddrmed  lim e»?+2ev+20% = (.
(z,y)—(0,0)
I det andra fallet ser vi genom kvadratkomplettering att —(x? + 4xy + 3y?) ir en indefinit
kvadratisk form och dérmed existerar gransvérdet inte. Vi kan ocksa kolla direkt ldngs olika

linjer
(.’E, y) = (t7 0) ger e—(w2+4wy+3y2) = €_t2 —0 dat— o0,
(z,y) = (=2t,8)  ger e (FHIEEIY — o o0 dat— oo,

(z,y) = (t,—t) ger e @ HwEY) — 0 1 qa ¢ — oo,

. . . . . o2 2y .
alltsé existerar gransvardet lim e~ (" +42y+3¥7) jpte.
z24y2—o00

. -1 . 2 22 .
Svar: lim e#®t2av22 =0 och lim e @ +42u+3%%) finng inte.
(z,y)—(0,0) x2+4y2—o0




2. Betrakta funktionen G(x,y, z) = vy —xz —yz +axyz, dar parametern a har vardet fran fraga
0.

(a) Bestim alla stationdra punkter till G samt deras karaktdir. 4p

(b) Avgor om G antar stérsta och/eller minsta varde i mangden 1p
K= {($7y72) € R3;$2 +y2 + 22 < 1}

(a) Vi betraktar ekvationssystemet

(1) G = y—ztayz=0
(1) G, = z—z+axz=0
(III) G, = —-z—y+axy=0.

Vi f6érsoka 16sa ekvationssystemet genom att eliminiera de icke-linjéra termerna, t.ex. genom
x- (i) —y-(II) =0. Det ger oss ekvationen

z(—x+y)=0.

Alltsa finns det tva fall: z = 0 eller y = z. Vi betrakta forst z = 0, da blir ekvationssystemet;:

() G, = y=0
(1) G = 2=0
(III) G, = —-x—y+axy=0

och vi har fatt en stationér punkt (0,0,0). T det andra fallet, y = z, blir ekvationssystemet

(I) G, = z—z+4+axz=0
!
(1) G, = z—z+arz=0
(I1I) G, = —2r+azx*=0.
Ekvation (III) har tva losningar, © = 0 som leder till samma stationdr punkt, som vi redan
har hittat, eller z = % Ur ekvation (I) far vi z = f%, dvs stationdra punkten (%, %, f%)
OBS: a # 0, ty det dr numret pa en mandad.
Vi har alltsa fatt tva stationira punkter (0,0,0) och (2,2 —2) Fér att bestimma deras

karaktéar berdknar vi dven de andra partiella derivatorna:
Gl =Gy =Gl =0
Gy =Gy, =1+az G =G, =-1+ay G, =G, =—1+ax

Fér (0,0,0) &r den kvadratiska formen Q(h,k,¢) = 2hk — 2hf — 2k{. Den &r indefinit, ty
Q(1,1,0) = 2 > 0 medan Q(1,—1,0) = —2 < 0 och dérmed &r (0,0,0) en sadelpunkt. For
den andra stationidra punkten &r den kvadratiska formen Q(h, k,¢) = —2hk + 2h¢ + 2k{ och
dérmed ocksa indefinit.

(b) Funktionen G &r kontinuerlig och méngden K kompakt, alltsa antar G i K bade storsta
och minsta varde.

Svar: (a) Stationdra punkterna ér (0,0,0) och (2,2, —2) och dessa #r sadelpunkter.

(b) Stérsta och minsta vérde antas.




e (z+y)

(a) Betrakta mdngden 7
Dy = {(z,y) € R*x >0 och y > 0}.

i. Avgor om funktionen h antar storsta och/eller minsta virde i omradet Dy och
bestam dessa i forekommande fall.

1. Ange vardemdangden av h i omradet Dy, dvs ange mdngden av alla virden som h
antar i D1, och motivera hur du har kommit fram till denna mdngd.

(b) Avgor om funktionen h antar storsta och/eller minsta virde i omradet 1p
Dy = {(z,y) € R%y > 0}.

(a) i. Vi konstatera att mdngden D; dr den slutna forsta kvadranten, dvs en sluten men ej
begriansad méngd. Funktionen h &r kontinuerlig i hela sin definitionsméngd.

Minsta vdrde: Vi ser direkt att h(x,y) > 0 for alla (x,y). Men vi har ocksa att t.ex.
h(x,0) = 16_;—;2 — 0 da x — oo, dvs att det antas viarden godtyckligt nara 0. Darmed kan
det inte finnas ett minsta varde.

Storsta vdrde: Vi observera att, eftersom x > 0 och y > 0 sa géller

e0

0<hl@y) <57

I och med att m — 0 da 22 + y? — oo foljer enligt instingningsregeln att dven

lim  h(z,y) =0.
z24+y2—o00
Det betyder att for varje e > 0 kan vi kan hitta ett tal R sadan att h(x,y) < e for alla
(x,y) sadana att 22 + y? > R2. Ett limpligt epsilon dr d& mindre #n funktionsvirdena i
alla stationdra punkter (det finns bara dndligt manga). Om vi nu betraktar den kompakta
méngden K := {(z,y) € Dy : 22 + y? < R?} s vet vi att & ena sidan s& #ir h utanfér
K mindre &n € och & andra sidan vet vi att den kontinuerliga funktionen h antar ett storsta
varde i K, dock inte pa randen av cirkelbagen. Eftersom e &r mindre &n detta storsta varde
(enligt hur vi har valt det) ar diarmed storsta virdet i K dven storsta varde i Dy.

For att bestamma storsta vardet borjar vi med att bestamma stationdra punkterna:

e~ TN [—(1 + 22 + ¢?) — 22]

h, = =0
v (1+m2+y)
! <1+x2+y) ’

Subtraktion av dessa tva ekvationer leder till z = y. Om man stoppar det in i t.ex. den forsta
ekvationen, sa far man (efter lite omskrivning!) 222 4+ 2x + 1, en ekvation som saknar (reella)
16sningar. Alltsa finns inga stationdra punkter i det inre av K.

Randen av K bestar av tre delar: cirkelbagen, en del av z-axeln och en del av y-axeln. Enligt
var argumentation ovan kan storsta virdet inte antas pa cirkelbagen och det aterstar bara
att kolla strackorna (0,¢) och (¢,0), i bada fall for ¢ € [0, R]. Vi betrakta hjilpfunktionen

et

h(t) :== h(0,t) = h(t,0) = Tz date(0.R).
Vi far M(t) = ... = —e_t% > 0 och dérmed inga lokala extrempunkter i det inre av

strackan. Dédrmed antas storsta vérdet i hornpunkten: ~(0,0) = 1.



ii. Vi har fatt att storsta véardet ar 1 och minsta vardet saknas, men vi vet att alla funk-
tionsvarden ar storre an 0 och att det antas varden godtyckligt nara 0. Funktionen h &r kon-
tinuerlig och har darmed egenskapen om mellanliggande varden. Darmed ar vardeméangden
det hela halvoppna intervallet (0, 1].

(b) Minsta virdet saknas pga samma argument som i (a). Men nu saknas dven storsta

vérdet, ty hela z-axeln ligger i defininitionsméngden och vi har h(x,0) = f;—g; véxer over
alla granser da x — —oo.

Svar: (a) i. Minsta vérde saknas, storsta varde 1. ii. intervallet (0, 1]

(b) bada stérsta och minsta viirdet saknas.

. Undersék om funktionen f(z,y) = x + y antar stérsta och/eller minsta virde pa kurvan
22+ 2y +2y% =7 med y > 0 och bestim dessa i sd fall. 5p

(a) Kurvan dr den delen av andragradskurvan z2 + zy + 2y? = 7 som ligger i slutna forsta
och andra kvadranten av planet. For att kolla vilken sorts kurva det handlar om anvander
vi kvadratkomplettering
7
22 fay+29° = (z + %)2 + ZyQ.

Andragradskurvan (a:+%)2+£y2 = 7 ar alltsa begréansad och ddrmed en ellips. Den delen som
vi &r intresserade av ar dven sluten, alltsa kompakt. Eftersom funktionen f &r kontinuerlig
antar den alltsa bade storsta och minsta varde pa kurvan. For att bestdmma dessa boérjar vi
med att kolla nodvéandiga villkor for inre punkter:

1 2z+y | 0

1 z+4y | 7
Detta ger 2 = 3y och genom att stoppa denna relation i bivillkoret far vi (efter lite rikning)
ekvationen y? = % och ddrmed endast y = % (ty den andra lésningen y = f% inte uppfyller

bivillkoret y > 0). Motsvarande z-koordinat ar z = % och funktionsvérdet i denna punkt

blir f (%, %) = ... = 2V/2. Kurvans randpunkter hittar vi genom att sitta y = 0 och far

da tva punkter (:I:\ﬁ ,0) med motsvarande funktionsvirden ++/7. Storsta och minsta varde
finns nu bland féljande véarden: +/7 , 2/2. Darmed &r

Svar: (a) storsta vérdet 24/2 och minsta virdet —/7.

. Bestdm den allmdnna lésningen till differentialekvationen
" " " ’ N 3

till exempel genom variabelbytet u = xy och v =1z + y. op
(a) Vi anvinder de nya koordinaterna for att fa en differentialekvation for F(u,v) := F(z,y).
Vi far
u, =y wu, =z ochuv,=uv,=1.
Anvéndning av kedjeregeln for partiella derivatorna i de nya koordinaterna ger
F, = Fy+F
F, = Fx+F,

For andraderivatorna behovs bade kedjeregeln och produktregeln, exempelvis:

o o .~ ~. OF  ~ OF /- ~ =~
Fry = 5,50 = g, (FuytFy) = 5t ytbut 50 = (B, + Pl ) -y+ P Fl, + UL,
och darmed

Fl, = ...=Fly*+2Fy+F),
Ey, = ...=Fhxy+Fy(c+y) +FL,+F,
Fl' = ...=Fla®+2F o+ Fl.



Inséttning i differentialekvationen leder till den nya ekvationen
F' =1.

Att integrera tva ganger ger f(u, v) = % +u-p(v)+1(v), dir ¢ och ¢ ar tillrdckligt manga

ganger deriverbara funktioner. Diarmed far vi F(x,y) = $22y2 +ay-plr+y)+ Y@ +y).

6. (a) Visa att serien 2p

i (In(k* + 1) — 2Ink)

k=1
ar konvergent.
(b) Undersck om serien 1p
3 (In(k 4+ 1) — Ink)
k=1
ar konvergent.
(¢) Undersok om den generaliserade integralen 2p

/(X> (In(2* +1) — 2Inz)dz
0

ar konvergent. Motivera ordentligt, dvs om du anvdnder en sats sa redogér for vad
satsen sager och hur du kollar férutsdattningarna.

(a) Termerna i serien kan skrivas om till In(k* + 1) — 2Ink = ... = In(1 4+ %) och vi kan
anvanda t.ex. JFK II och jamfor med k% Eftersom

In(k? +1) —2Ink _ In(1+ %)

1 1
P) P)

—1 dak— o

o
o

&r serien konvergent, ty serien > 7~ 7z ér konvergent. OBS In(k* 4+ 1) — 2Ink > 0.
(b) Samma typ av omskrivning och jamforelse med % visar att serien ar divergent.

(c) Integralen &ar generaliserad i * = 0 och eftersom integrationsintervallet ar obegrinsat.
Darfor delar vi upp integralen, t.ex. som

/1 (In(z® +1) - 2lna:)dx+/oc (In(2* +1) — 2Inz)da.
0 1

I den forsta integralen ar bara integrandens andra termen obegriansad, men explicit rakning
(ej gjort hér!) visar att fol In zdx ar konvergent och darmed ar hela forsta integralen konver-
gent.

For den andra integralen kan vi antingen anvinda JFKII for integraler pa liknande sétt som i
(a) eller sa anvander vi Cauchys integralkriteriet, da vi vet att serien i (a) dr konvergent. Da
maste vi alltsa kolla att funktionen f(z) := In(x? +1) — 2In 2 &r icke-negativ och avtagande.

Vi ser direkt f(z) = ... =In(1+ 2) > 0 och eftersom f'(z) = 1+1L (—&)<0forz>1
2

x

ar f avtagande.

o0

Dérmed har den andra integralen samma konvergensbeteende som serien Y f(k), vilket &r
k=1

den konvergenta serien fran (a).

Svar: (a) konvergent (b) divergent (c) konvergent.



