Losningar till tentamen

Analys A,
20-10-14.

1.a) Detta dr en sa kallad teleskoperande serie.
Partialsumman sy kan férenklas enligt féljande:

SN = (In(k+1) —Ink) =
k=1
In2+ (In(3) =In2)+... + (In(N +1) —InN)
=In(N+1) 500 nidr N — oo.

Serien #r alltsa divergent. (Det gar dven att visa
detta genom att anvinda jaimforelsekriterium II
och jamfora med serien > 3%, 1.)

b) Integralen &r generaliserad i bade 0 och oc.
Vi delar upp integralen i tva delar,
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och undersoker konvergensen hos var och en av
delarna. Eftersom
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sa foljer att

konvergent < / konvergent,

/ b de
0 Va+at
enligt jamforelsekriterium II. Eftersom den
hogra integralen #r konvergent (med vérdet 2)
sa dr dven den vénstra det.

For den andra delen kan vi ocksa anvéinda
jamforelsekriterium II, fast vi nu jdmfor med in-
tegranden z 2 i stillet. Eftersom
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lim Y2 = lim [ =1,
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sa foljer att
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enligt jamforelsekriterium II. Eftersom den
hogra integralen dr konvergent (med virdet 1)
sa dr dven den vénstra det. (Det gar dven bra
att anvinda jamforelsekriterium I.)
Sammanfattningsvis konvergerar bada delar-
na och den ursprungliga integralen &r alltsa kon-

vergent.

ln( (1+22+9?))

2.a) Vi undersoker grénsvirdena lings z-axeln
och léngs linjen = = y:
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dér vi har MacLaurin-utvecklat In(1 4+ u) = u +
O(u?). D& vi far olika grinsvirden lings de bada
linjerna saknar funktionen grénsvérde i origo.

b) Vi observerar forst olikheterna

Lo, o 2 2 2, .2

§(x +y°) <2 +ay+y° <2027 +y7),
som vidare ger att
%(1+x2+y2> <1tz ray+y® <21+ 447,
och till sist

In(1+2%+zy+y?) <

In(1+22+y2) —

In(1 + 22 + y?)

Med logaritmlagarna kan vi berdkna gréans-
véirdena av ytterleden:
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Enligt instdngningslagen foljer att ocksa det ur-
sprungliga grénsvérdet blir 1.

3. Vi rdknar med kedjeregeln
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Andraderivatorna kan nu skrivas
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Insdttning i den ursprungliga ekvationen ger
efter forenklingar (och med observationen att

H.L. = (z—y)?=u?):
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oz
Vi integrerar tva ganger m a p v:
0%f 5 Of u?v?
oz U EH, = vtop(u)ef = 5 +o(u)v+ep(u),

dér ¢ och v dr tva stycken tva ganger konti-
nuerligt deriverbara funktioner. Atergang till de
ursprungliga variablerna ger slutligen

2,2

fle) = T e — v )

4.a) Vi observerar forst att lim, o f(x,0,0) =
limg 00 2% = 00, vilket visar att sup f = oo och
att maximum inte kan antas. For att visa att
minimum faktiskt antas récker det att visa att
limgoy 20,2, f(2,9,2) = co. Vi gor detta ge-
nom att konstruera en funktion g(r) sadan att
g(r) = oo da r — oo och f(x,y,z) > g(r), dir
r=+/x%+y?+ 22

Observera forst att i varje punkt (x,y,z)
maste gilla att nagon av kvadraterna z?2, 32, 22
ar storre dn %7“2. Det foljer att nagon av termer-
na ac4, y4, 2* maste vara storre &n (%72)2 = %7‘4,
vilket ger olikheten z* +y* + 24 > %7“4. A andra
sidan vet vi att |z| <7, |y| < r,|z| < r, vilket le-
der till att |oy-+yz-+2a] < [ally|+lyllz]+|2]le] <
3r2. Den omvinda triangelolikheten ger nu att

syt 2t 2@y +yz+2z) > —rt =612 — oo,

O =

vilket visar pastaendet.

b) Vi beriiknar de stationédra punkterna:

fr = 423 — 2y — 22 = 0,
fy = 493 — 2 — 22 = 0,
flo= 423 —2y—2z=0.

Eftersom det var givet att * = y = 2z = t sa
reduceras alla tre ekvationerna till 4t3 — 4t = 0
med de tre rotterna t = —1,0, 1, vilket ger de
tre stationéira punkterna (—1,—1,—1), (0,0,0)
och (1,1,1).

For att bestdmma karaktdren av punk-
ten (0,0,0) kan vi berdkna andraderivatorna:
3/5,1(070) 7:/ly<070) = ;’Z(O,O) = 0 och
2y(0,0) = f7.(0,0) = f1.(0,0) = —2. Detta
ger den kvadratiska formen Q(h, k,l) = —4hk —
4kl — 4lh som &r indefinit (t ex géller ju att
Q(1,1,0) = —4 medan Q(-1,1,0) = +4).
(0,0,0) &r alltsa en sadelpunkt.

Vi kan gora pa samma sétt med de tva dvriga
stationdra punkterna, men det &r enklare att
observera att vi fran a) vet att funktionen an-
tar globalt min, och eftersom den &r partiellt
deriverbar maste min-virdet antas i nagon av
de stationéra punkterna. Det kan inte vara i
(0,0,0) som ju ér en sadelpunkt, och eftersom
f(=1,-1,-1) = f(1,1,1) = —3 sa maste bada
de Ovriga vara globala, alltsa speciellt lokala,
minpunkter. (Fér den som valt den andra me-
toden blir den kvadratiska formen i bada min-
punkterna for 6vrigt lika med Q = 12h%+12k% +
122 — 4hk — 4kl — 41h = 12(h— 5 - 1)® &
3 (k- é)z + @ som &r positivt definit.)

5. Bivillkoret ger en kompakt méngd: den &r
sluten och da lim,z, 2 o (z* — 2y + y*) >
limg2 2 o0 (2t — %$2 — %gf +y*) = 00, s& maste
varje nivakurva vara begrinsad, speciellt géller
detta for kurvan z* — zy + y* = 1. Enligt sat-
sen om extremvirden maste storsta och minsta
vérde antas.

For att hitta extrempunkterna berdknar vi
Vf = (1,1) och Vg = (42 — y,4y® — z) dér
g(z,y) = 2* — 2y +y* — 1. Vi far

1 1

0= 42 —y 4y —

= (4y° —2) — (42° ~y)
= 4y’ —a®)+(y—x) = (y—a) (4" +aey+y?)+1).
Eftersom 224+ zy+y? = (22 4+y*+(z+y)?) > 0
sa kan den andra faktorn aldrig vara 0. Det foljer
att de enda mdjliga extrempunkterna maste
uppfylla x = y. Insédttning i bivillkoret ger ekva-
tionen 2z* — 22 = 1. Med t = 22 far vi 26> —t =
l1& t=1Vt= —3 Eftersomt = z? > 0
Aterstar bara mojligheten t = 22 = 1 & ¢ = £1,
vilket ger punkterna (1,1) och (—1,—1). Vi ser
nu att f(1,1) = 141 = 2 maste vara det storsta
vardet och att f(—1,—1) = —1 — 1 = —2 maste
vara det minsta véardet.

6 & 7. For teorifragorna hénvisas till kurslitte-
raturen.
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