
Lösningar till tentamen

Analys A,
20-10-14.

1.a) Detta är en s̊a kallad teleskoperande serie.
Partialsumman sN kan förenklas enligt följande:

sN =
∞∑
k=1

(ln(k + 1)− ln k) =

ln 2 + (ln(3)− ln 2) + . . .+ (ln(N + 1)− lnN)

= ln(N + 1)→∞ när N →∞.

Serien är allts̊a divergent. (Det g̊ar även att visa
detta genom att använda jämförelsekriterium II
och jämföra med serien

∑∞
k=1

1
k .)

b) Integralen är generaliserad i b̊ade 0 och ∞.
Vi delar upp integralen i tv̊a delar,∫ ∞

0

dx√
x+ x4

=

∫ 1

0

dx√
x+ x4

+

∫ ∞
1

dx√
x+ x4

,

och undersöker konvergensen hos var och en av
delarna. Eftersom

lim
x→0+

1√
x+x4

1√
x

= lim
x→0+

√
x

x+ x4
= 1,

s̊a följer att∫ 1

0

dx√
x+ x4

konvergent ⇔
∫ 1

0

dx√
x

konvergent,

enligt jämförelsekriterium II. Eftersom den
högra integralen är konvergent (med värdet 2)
s̊a är även den vänstra det.

För den andra delen kan vi ocks̊a använda
jämförelsekriterium II, fast vi nu jämför med in-
tegranden x−2 i stället. Eftersom

lim
x→∞

1√
x+x4

1
x2

= lim
x→∞

√
x4

x+ x4
= 1,

s̊a följer att∫ ∞
1

dx√
x+ x4

konvergent ⇔
∫ ∞
1

dx

x2
konvergent,

enligt jämförelsekriterium II. Eftersom den
högra integralen är konvergent (med värdet 1)
s̊a är även den vänstra det. (Det g̊ar även bra
att använda jämförelsekriterium I.)

Sammanfattningsvis konvergerar b̊ada delar-
na och den ursprungliga integralen är allts̊a kon-
vergent.

2.a) Vi undersöker gränsvärdena längs x-axeln
och längs linjen x = y:

lim
t→0

ln(1 + t2 + 0 + 0)

ln(1 + t2 + 0)
= lim

t→0
1 = 1.

lim
t→0

ln(1 + t2 + t2 + t2)

ln(1 + t2 + t2)
= lim

t→0

3t2 +O(t4)

2t2 +O(t4)
=

3

2
,

där vi har MacLaurin-utvecklat ln(1 + u) = u+
O(u2). D̊a vi f̊ar olika gränsvärden längs de b̊ada
linjerna saknar funktionen gränsvärde i origo.

b) Vi observerar först olikheterna

1

2
(x2 + y2) ≤ x2 + xy + y2 ≤ 2(x2 + y2),

som vidare ger att

1

2
(1+x2+y2) ≤ 1+x2+xy+y2 ≤ 2(1+x2+y2),

och till sist

ln(12(1+x2+y2))

ln(1 + x2 + y2)
≤ ln(1+x2+xy+y2)

ln(1 + x2 + y2)
≤ ln(2(1+x2+y2))

ln(1 + x2 + y2)
.

Med logaritmlagarna kan vi beräkna gräns-
värdena av ytterleden:

ln(12(1 + x2 + y2))

ln(1 + x2 + y2)
= − ln 2

ln(1 + x2 + y2)
+1→ 1,

ln(2(1 + x2 + y2))

ln(1 + x2 + y2)
=

ln 2

ln(1 + x2 + y2)
+ 1→ 1.

Enligt instängningslagen följer att ocks̊a det ur-
sprungliga gränsvärdet blir 1.

3. Vi räknar med kedjeregeln

∂f

∂x
=
∂f

∂u

∂u

∂x
+
∂f

∂v

∂v

∂x
=
∂f

∂u
,

∂f

∂y
=
∂f

∂u

∂u

∂y
+
∂f

∂v

∂v

∂y
= −∂f

∂u
+
∂f

∂v
.

P̊a operatorform kan vi skriva

∂

∂x
=

∂

∂u
och

∂

∂y
= − ∂

∂u
+

∂

∂v
.

Andraderivatorna kan nu skrivas

∂2f

∂x2
=

∂

∂x

(
∂f

∂x

)
=

∂

∂u

(
∂f

∂u

)
=
∂2f

∂u2
,

∂2f

∂x∂y
=

∂

∂u

(
−∂f
∂u

+
∂f

∂v

)
= −∂

2f

∂u2
+

∂2f

∂u∂v
,



∂2f

∂y2
=

(
− ∂

∂u
+

∂

∂v

)(
−∂f
∂u

+
∂f

∂v

)
=

∂2f

∂u2
− 2

∂2f

∂u∂v
+
∂2f

∂v2
.

Insättning i den ursprungliga ekvationen ger
efter förenklingar (och med observationen att
H.L. = (x− y)2 = u2):

∂2f

∂v2
= u2.

Vi integrerar tv̊a g̊anger m a p v:

∂2f

∂v2
=u2⇔∂f

∂v
=u2v+φ(u)⇔f=

u2v2

2
+φ(u)v+ψ(u),

där φ och ψ är tv̊a stycken tv̊a g̊anger konti-
nuerligt deriverbara funktioner. Återg̊ang till de
ursprungliga variablerna ger slutligen

f(x, y) =
(x− y)2y2

2
+ φ(x− y)y+ ψ(x− y).

4.a) Vi observerar först att limx→∞ f(x, 0, 0) =
limx→∞ x

4 =∞, vilket visar att sup f =∞ och
att maximum inte kan antas. För att visa att
minimum faktiskt antas räcker det att visa att
limx2+y2+z2→∞ f(x, y, z) = ∞. Vi gör detta ge-
nom att konstruera en funktion g(r) s̊adan att
g(r) → ∞ d̊a r → ∞ och f(x, y, z) ≥ g(r), där
r =

√
x2 + y2 + z2.

Observera först att i varje punkt (x, y, z)
m̊aste gälla att n̊agon av kvadraterna x2, y2, z2

är större än 1
3r

2. Det följer att n̊agon av termer-
na x4, y4, z4 m̊aste vara större än (13r

2)2 = 1
9r

4,
vilket ger olikheten x4 + y4 + z4 ≥ 1

9r
4. Å andra

sidan vet vi att |x| ≤ r, |y| ≤ r, |z| ≤ r, vilket le-
der till att |xy+yz+zx| ≤ |x||y|+|y||z|+|z||x| ≤
3r2. Den omvända triangelolikheten ger nu att

x4 +y4 +z4−2(xy+yz+zx) ≥ 1

9
r4−6r2 →∞,

vilket visar p̊ast̊aendet.

b) Vi beräknar de stationära punkterna:
f ′x = 4x3 − 2y − 2z = 0,
f ′y = 4y3 − 2x− 2z = 0,

f ′z = 4z3 − 2y − 2x = 0.

Eftersom det var givet att x = y = z = t s̊a
reduceras alla tre ekvationerna till 4t3 − 4t = 0
med de tre rötterna t = −1, 0, 1, vilket ger de
tre stationära punkterna (−1,−1,−1), (0, 0, 0)
och (1, 1, 1).

För att bestämma karaktären av punk-
ten (0, 0, 0) kan vi beräkna andraderivatorna:
f ′′xx(0, 0) = f ′′yy(0, 0) = f ′′zz(0, 0) = 0 och
f ′′xy(0, 0) = f ′′yz(0, 0) = f ′′zx(0, 0) = −2. Detta
ger den kvadratiska formen Q(h, k, l) = −4hk−
4kl − 4lh som är indefinit (t ex gäller ju att
Q(1, 1, 0) = −4 medan Q(−1, 1, 0) = +4).
(0, 0, 0) är allts̊a en sadelpunkt.

Vi kan göra p̊a samma sätt med de tv̊a övriga
stationära punkterna, men det är enklare att
observera att vi fr̊an a) vet att funktionen an-
tar globalt min, och eftersom den är partiellt
deriverbar m̊aste min-värdet antas i n̊agon av
de stationära punkterna. Det kan inte vara i
(0, 0, 0) som ju är en sadelpunkt, och eftersom
f(−1,−1,−1) = f(1, 1, 1) = −3 s̊a m̊aste b̊ada
de övriga vara globala, allts̊a speciellt lokala,
minpunkter. (För den som valt den andra me-
toden blir den kvadratiska formen i b̊ada min-
punkterna för övrigt lika med Q = 12h2+12k2+

12l2 − 4hk − 4kl − 4lh = 12
(
h− k

6 −
l
6

)2
+

35
3

(
k − l

5

)2
+ 56l2

5 som är positivt definit.)

5. Bivillkoret ger en kompakt mängd: den är
sluten och d̊a limx2+y2→∞(x4 − xy + y4) ≥
limx2+y2→∞(x4− 1

2x
2− 1

2y
2 +y4) =∞, s̊a m̊aste

varje niv̊akurva vara begränsad, speciellt gäller
detta för kurvan x4 − xy + y4 = 1. Enligt sat-
sen om extremvärden m̊aste största och minsta
värde antas.

För att hitta extrempunkterna beräknar vi
∇f = (1, 1) och ∇g = (4x3 − y, 4y3 − x) där
g(x, y) = x4 − xy + y4 − 1. Vi f̊ar

0 =

∣∣∣∣ 1 1
4x3 − y 4y3 − x

∣∣∣∣ = (4y3−x)−(4x3−y)

= 4(y3−x3)+(y−x) = (y−x)(4(x2+xy+y2)+1).

Eftersom x2+xy+y2 = 1
2(x2+y2+(x+y)2) ≥ 0

s̊a kan den andra faktorn aldrig vara 0. Det följer
att de enda möjliga extrempunkterna m̊aste
uppfylla x = y. Insättning i bivillkoret ger ekva-
tionen 2x4− x2 = 1. Med t = x2 f̊ar vi 2t2− t =
1 ⇔ t = 1 ∨ t = −1

2 . Eftersom t = x2 ≥ 0
återst̊ar bara möjligheten t = x2 = 1⇔ x = ±1,
vilket ger punkterna (1, 1) och (−1,−1). Vi ser
nu att f(1, 1) = 1+1 = 2 m̊aste vara det största
värdet och att f(−1,−1) = −1− 1 = −2 m̊aste
vara det minsta värdet.

6 & 7. För teorifr̊agorna hänvisas till kurslitte-
raturen.
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