Losningar till tentamen

Analys A,
20-11-18.

1.a) I detta fall géller att
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inte existerar, vilket betyder att serien inte kan
vara konvergent.
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b) Hér ser vi i stéllet att foljden — &r monotont
vk

avtagande, och att

Eftersom serien #r alternerande, foljer det av
Leibniz kriterium att den &r konvergent.

2.a) Vi undersoker grénsvirdena lings z-axeln
och langs linjen z = y:
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dér vi har MacLaurin-utvecklat e* — 1 = u +
O(u?). Da vi far olika grinsviirden lings de bada
linjerna saknar funktionen grénsvirde i origo.

b) Det &r littare att se vad som hinder om vi
forlanger med e~y
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Eftersom e=*" %" — 0 s& gar ndmnaren mot 1.
Men faktorn e*¥ gar mot 1 lings koordinatax-
larna och mot 400 léngs linjen © = ¢,y = t. Det
foljer att téljaren, och dérfér hela funktionen,
saknar grénsvérde precis som i a).

3. Vi rdknar med kedjeregeln
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Ytterligare en derivation ger
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Inséttning i H.L. och V.L. ger nu:
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dvs vi erhaller ekvationen

*f _,0f

48u8v T ou”

Vi delar med 2 och sétter g = g—i. Da uppfyller
g ekvationen
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Efter multiplikation med den integrerande fak-
torn I = e¥/2? kan ekvationen skrivas
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81}(6 g) 0 e "9 =d(u) = g=d(u)e”?,
for nagon godtycklig funktion ¢(u) av u. Om vi

gar tillbaka till f far vi alltsa
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dér ®(u) dr en primitiv till ¢(u) och ¥(v) &r
en godtycklig funktion av v. Atergang till de ur-
sprungliga variablerna x,y ger till sist

$(u)e’? & f = d(u)e? + ¥ (v),

f($7y) - (I’(ilf + y)e(z—y)/Q + \I/(.’IJ - y)7

dér ® och ¥ &r tva godtyckliga tva ganger kon-
tinuerligt deriverbara funktioner.

4.a) Om vi betraktar linjen x = y = z = ¢ ser vi
att
g(t) = F(t,,1) = 982 — 683

gar mot Foo da t — +oo. Det foljer att f(x,y, 2)
inte kan anta nagot storsta eller minsta vérde.

b) Vi beriiknar de stationédra punkterna:
fr = 2@@+y+z)—6yz=0,

fo = 2@ +y+z)—62xz=0, (1)
L = 2x+y+z) —6xy=0.



Eftersom de forsta termerna i dessa ekvationer
ar lika sa blir d&ven de sista lika, dvs

6yz = 6xz =6y < yz=xz=xy. (2)

Vi visar nu att dessa villkor medfér att x =y =
z. Om vi t ex tar den forsta likheten, yz = zz,
sa kan denna skrivas som (y—x)z = 0. Vi ser att
antingen géller att © = y eller sa maste z = 0.
Men om z = 0 sa ser vi fran (2) att da blir &ven
zy =0,dvsx =0eller y = 0. Om nu bade y = 0
och z = 0 sa foljer av den forsta ekvationen i (1)
att &ven x = 0. P4 samma sétt leder antagandet
att y #£ zelleratt ¢ # ztillz =y = 2z = 0.
Slutsatsen blir alltsa att den enda mdjligheten
ar att x =y = z.

Om vi sétter in x = y = z = t i vilken som
helst av de tre derivatorna sa reduceras denna
till 2(t+t+t) —6t2 =0 < t — 2 = 0 med de
tva rotterna t = 0, 1, vilket ger de tva stationéra
punkterna (0,0,0) och (1,1,1).

For att bestdmma karaktdren av punk-
ten (1,1,1) kan vi berékna andraderivatorna:

7 (L1L,1) = f7(1,1,1) = f7(1,1,1) = 2 och
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v =2-62= fr(1,1,1) = —4, fI, = 2—6x =
ve(1,1,1) = =4, fi, =2 -6y = f,.(1,1,1) =

—4. Detta ger den kvadratiska formen
Q(h, k,1) = 2h* 4+ 2k* 4 21? — 8hk — 8kl — 8lh =

(h — 2k — 21)% — 3(k + 21)% + 912,

som &r indefinit. (1,1, 1) dr alltsa en sadelpunkt.

Om vi nu betraktar punkten (0,0,0) sa &r
det latt att se att den associerade kvadratis-
ka formen dr @ = (h + k + [)? som &r semi-
definit. Vi kan alltsa inte direkt dra nagon slut-
sats. Men det ligger néra tillhands att studera
planet « + y + z = 0. En linje i detta plan som
gar genom (0,0,0) ges av & = t,y = t,z = —2t.
Insatt i f(z,y,2) far vi funktionen

h(t) = f(t,t,—2t) = 123,

Eftersom denna funktion antar bade strikt posi-
tiva och strikt negativa varden godtyckligt néra
origo sa maste dven denna punkt vara en sadel-
punkt.

Anmiérkning: I efterhand kan vi konstatera att
vi har ytterligare ett bevis for att funktionen
inte kan anta max eller min: Det finns helt enkelt
inga stationéra punkter dér max eller min skulle
kunna antas!

5. Det &r klart att det méaste finnas nagon punkt
som minimerar avstandet till origo: vi observerar
att det riacker att minimera avstandsfunktionen
over skdrningen av kurvan med en (kompakt)
cirkelskiva som #r tillrackligt stor for att in-
nehalla nagon punkt pa kurvan for att erhalla
minimum. Existensen av minimum foljer dérfor
av satsen om extremvérden.

For att visa att maximum inte antas racker
det att observera att det for varje z finns ett y
sadant att punkten P = (x,y) ligger pa kurvan.
Detta foljer av att den reella tredjegradsekva-
tionen xy> + 23y = 2 for y alltid har en 16sning
(utom da x = 0). Eftersom avstandet fran P till
origo alltid &r storre |x|, som kan viljas godtyck-
ligt stort, foljer att det inte finns nagot maximalt
anstand till origo.

For att hitta extrempunkterna betraktar vi
f(z,y) = 22 +y? (avstandsfunktionen i kvadrat)
och beriknar Vf = (2z,2y) och Vg = (y3 +
322y, 3xy? + 23) diir g(x,y) = 2y + 23y — 2. Vi
far
o 2z 2y
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2x(3xy? + %) — 2y(y® + 32%y) = 22% — 2.

Vi far 2* = y* som ger att z = y eller z = —y.
Fallet & = y: Insatt i bivillkoret far vi y* +y* =
2 & y = =1, vilket ger punkterna (1,1) och
(—=1,-1).

Fallet x = —y: Insatt i bivillkoret far vi ekvatio-
nen —y* — y* = 2, som saknar 16sning.

Vi ser nu att f(1,1) = f(=1,—-1) = 12+ 1% =
2 ar det enda mojliga extremvirdet som alltsa
maste vara det globala min-virdet. Det kortaste
avstandet blir dirfor roten ur detta, dvs /2.
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