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Problemdel

1 Man kan lösa problemet p̊a tv̊a olika sätt.

Först konstaterar vi att
∂P

∂y
=

4xy

(x2 + y2)2
=
∂Q

∂x
,

vilket innebär att man f̊ar byta integrationskurva utanför origo.

Förslag 1 Vi byter integrationskurva till den rätta linjen (s, s), s ∈ [1, 3] som g̊ar mellan
punkterna (1, 1) and (3, 3). PÅ denna linjen har vi x2 − y2 = 0 och dx

x = dy
y . Integralen blir

lika med noll.

Förslag 2 Genom att integrera differentialekvationerna
∂U

∂x
= − 1

x

x2 − y2

x2 + y2

∂U

∂y
=

1

y

x2 − y2

x2 + y2

vi upptäcker att funktionen

U(x, y) = ln
xy

x2 + y2

är en potential. Integralen är∫
γ

x2 − y2

x2 + y2

(
−dx
x

+
dy

y

)
= U(3, 3)− u(1, 1) = ln

9

9 + 9
− ln

1

1 + 1
= 0.

2 Det räcker att utveckla funktionen 1
z2−1 = − 1

1−z2 = −
(
1 + z2 + z4 + . . .+ z2n + . . .

)
. Potensse-

rien för f blir
f(z) = −z3 − z5 − . . .− z2n+1 − . . . .

Konvergensradien kan bestämmas p̊a tv̊a olika sätt:

(a) Funktionen f är analytisk för z 6= ±1. Avst̊andet fr̊an origo till den n̊armaste sin-
guläriteten är 1, vilket innebär att konvergensradien är lika med 1.

(b) Den geometriska serien ovan 1 + z2 + z4 + . . . + z2n + . . . konvergerar för |z2| < 1 och
divergerar för |z2| > 1. Konvergensradien är lika med 1.

För att bestämma derivator använder vi att koefficienterna i Taylorsutvecklingen ges av

f (n)(0)

n!
.

För n = 0, 1, 2 f̊ar vi
f(0) = f ′(0) = f ′′(0) = 0.

Alla högre derivator kan bestämmas

f ′′′(0)

3!
= −1⇒ f ′′′(0) = −3!

f2n

2n!
= 0⇒ f (2n)(0) = 0, n = 2, 3, 4, . . .

f2n+1(0)

(2n+ 1)!
= −1⇒ f2n+1(0) = −(2n+ 1)!, n = 2, 3, . . .



3 Enligt Stokes sats är
∫
γ
F · dx =

∫ ∫
S

rotF · NdS =
∫ ∫

S
(1, 0,−1) · NdS, där S är ytan

z = 3x2 − 2y2, x2 + y2 ≤ 1, orienterad upp̊at. Vi parameteriserar ytan S som r(s, t) =
(s, t, 3s2 − 2t2) där s och t uppfyller s2 + t2 ≤ 1. Normalen till yta ges av

N = r′s × r′t = (−6s, 4t, 1).

Vi kan beräkna integralen:∫ ∫
S

(1, 0,−1)·(−6s, 4t, 1)dS =

∫ ∫
x2+y2≤1

(−6s−1)dsdt =

∫ 1

0

rdr

∫ 2π

0

dϕ(−6r cosϕ−1) = −π.

4 Vi kollar nämnaren och löser ekvationen

z3 − 8z2 + 15z − 26 = 0.

Alla rationella lösningar m̊aste vara heltal och dela 26 = 2 × 13. Möjliga nollställena är:
±1,±2,±13. Inspektionen ger oss att z1 = 2 är en lösning. Vi delar polynomet med z − 2

z3 − 8z2 + 15z − 26 = (z − 2)(z2 − 6z + 13).

Lösningarna till den kvadratiska ekvationen z2 − 6z + 13 = 0 är

z2,3 =
6±
√

26− 4× 13

2
= 3± 2i.

För alla singulära punkter gäller |zj |2 ≤ 42 = 16

|z1|2 = 4, |z2,3|2 = 32 + 22 = 13.

Alla singulära punkter ligger inom cirkeln. Betrakta en följd av cirklar CR av radie R ≥ 4.
Integralerna över cirklarna är lika med varandra eftersom funktionen är analytisk mellan
varje tv̊a cirklar. L̊at oss uppskata integral över en cirkel CR där R är tillräckligt stor∣∣∣∣∫

CR

z + 2

z3 − 8z2 + 15z − 26
dz

∣∣∣∣ ≤ 2πR
R+ 2

R3 − 8R2 − 25R− 26
→R→∞ 0.

Slutsatsen är att integralen m̊aste vara lika med 0.


