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Problemdel

1 . Antag att det finns en potential P(z,y, z). Den maste losa ekvationssystem

oP
B - 2xyz(y + 2) + y222,
P
% = 2ayz(z 4 2) + 2222,
oP
2 2ayz(x +y) + 2%y°
P(z,y,z) = 2’y2(y+2) +ay’2® + fi(y, 2),
= Plz,y,2) = ay’z(y+2) +2°y2" + fa(z, 2),
P(z,y,z) = ay2?(y+2)+2°y°z + fs(z,y).

Man kan vélja P lika med
Pla,y, ) = zyz(oy + o2 + y2).

Insattning av andpunkterna ger
/ (2zyz(y + 2) + y222)dﬂc + (2zyz(z + 2) + x2z2)dy + (2zyz(z +y) + a:2y2)dz
.

= P(0,1,-1) — P(1,-1,0) =0—-0=0.
2 Konvergensradien R av serien > axz* i uppgiften kan beriiknas som

. k+2
= lim ——

R = lim k—)ook+1:

k—o0

k41

Hogerledet till differentialekvationen kan utvecklas i en potensserie som

t
ﬁ:t(1+t—|—t2+...):t+t2+t3+...

Utvecklingen av vansterledet kan berdknas som

E(tr®) = 0+t
= Lt dlh gt (B B )
= t+2 4.t
Vi far ] t
al 10 ) =1

=:g(t)

Den nya funktionen g(t) loser diff ekvationen:

g'(t) = % =g(t)=t—-In(1-1t)+C.

Konstanten C' maste véljas lika med 0 eftersom ¢g(0) = 0, alltsa vi har

tf(t)=t—In(l—¢t)= f(t)=1- %ln(l —t).
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Vérdet i punkten 1/3 kan nu beréknas

Zm f(1/3) =1-31In2/3.

Med hjalp av Stokes sats kan den onskade integralen skrivas som

I://Qrot(F)-NdS,

dir F = (2 + 22,22 + 22,22 + 9°) och Q ér den delen av ytan 22 + y? + 22 = 2Rz, 2 >0
som projekteras pa x2 + y? < 2rzx. F:s rotation ges av formeln

i j K
rot (F) = Ox Oy Ox =2y —z,z—z,x—Y).
P22 a2 422 24y

Om man parameteriserar Q som ® = (z,y, \/2Rz — 22 — y?) dir (z,y) uppfyller 22 + y? <
2rz kan man skriva om I pa formen

8<I> o
I:// rot (F < )d d
224y2<2rzx ( ) a.r 81‘ 4

Vidare galler (8% X g—f) = (=g, =1y, 1) dér ¢ = \/2Rz — 22 — y2. Enkla berdkningar ger
R—=x —y

x = ) ¢ = .
v v/ 2Rx — 22 — y? Y 2Rz — 22 — 42

Alltsa

B V2Rx — 22 —y?)(x — R) y(y/2Rx — 22 —y% — ) . .
= 2//( 2Rz — 22 — y? * v2Rx — 22 — ¢? T y))ddy,

dir D = {2? + y? < 2rz}. Notera att z = \/2Rx — 22 — y2. Efter nigra forenklingar far

I:2R// 1-— Y dxdyzZR// dxdy = 2w Rr?.
D v/2Rx — 22 — y2 D

Integralen 2R [ [ D —%dwdy = 0 eftersom funktionen ar udda i variabeln y.

2Rx—22—y

a) Eftersom cos z ar analytisk i det hela complexa talplanet (och ddrmed sérkilt i den relevanta
cirkelskivan) kan vi anvéinda Cauchys formel och far

1
/Coszdz:/ —dz = 2mi.
c < c?

Alternativt kan man &ven argumentera pa foljande sétt:

Integranden ar en analytisk funktion utanfor origo, som ligger inom cirkeln C'. Funktionen
cos z kan utvecklas i potensserie som

22 A

cosz=1— §+§+

Detta implicerar att funktionen <=1

beraknar integralen
cosz .
/ / —dz = 2mi.

ar analytisk i origo och kan ignoreras nér man
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b) Hér kan Cauchys formel inte anvéndas direkt. Men vi kan skriva om integranden med
hjélp av potensserieutvecklingen av cos z:

CoS z 1
5 =

z

dér A ar analytisk i C. Darmed blir integralen

COS 2 1 1
/C = dz:L(ﬁ+h(z)>dz:Lﬁdz:0.
cosz—1

Alternativt kan vi anvinda samma resonemang som ovan eftersom funktionen B Ar ocksa
analytisk i origo. Detta innebar

1
/COSQZdz:/ —Zdzzo.
c % c?

7 a) falsk. (dock sant om kurvan ~ ej omslutar y-axeln, da kan man anvinda Stokes sats)
b) sant, pga Gauss sats (obs dven 0K maste forutsittas ligga inom €2).




