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Problemdel
1. Lat D = {(z,y) : 9 <22 +3y?> <12 och 1 < y? — 22 < 2}.

(a) Skissa omradet D.

(b) Berdkna integralen ff dxdy.
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(c¢) Berdkna integralen ff 2137 dxdy.
Om du genomfor ett variabelbyte i dina berdkningar, motivera ordentligt ditt val (dvs varfor
transformationen verkligen dr ett variabelbyte mellan respektive omraden.) op
(a) Omradet D begrinsas av tva ellipser, nimligen 22 + 3y? = 12 och 22 + 3y? = 9, samt
tva hyperbler, namligen y? — 22 = 1 och y? — 22 = 2. Omradet ar ej sammanhingande utan
bestar av fyra komponenter, en i varje kvadrant. Dessa ar symmetriska, dvs om en punkt
(z0,yo) ligger i D sa ligger dven spegelpunkterna (+xq, +yo) i D.
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f [ 53 n 3 5 drdy = 0, ty omradet ir symmetriskt (som beskrivit i (a)) samt integranden
x

ar udda i bade = och y.

(¢) Om vi betecknar den komponenten av D som ligger i forsta kvadranten med Dg sa har
vi, igen av symmetriskél och eftersom integranden &r nu jamn i bada variablerna, att

If// 2| zy| dzdyf4// da?dy
x

For att berdkna integralen infor vi nya variabler
s = 2%+ 3y° och t = —z% + 32,

Om (z,y) € Dy, sarskilt alltsa x,y > 0, sa far vi genom att l6sa ut x och y att transfor-
mationen ar bijektiv mellan Dy och FE := {(s,t) : 9 < s < 12,1 <t < 2}, dessutom &r den
uppenbarligen av klass C'. Vi berdknar funtionaldeterminanten

d(z,y) 1 _(‘ 2 GyD_lz 1

d(s,t) 37((;?) B -2z 2y 16xy’




Sarskilt ser vi att funtionaldeterminanten inte ar noll i omradet. Darmed ar transformationen
ett variabelbyte mellan Dy och E. Vi far

1 2 121 1. 4
- z = In-.
//E P \16xy| sdt 4/1 (/9 Sds)dt = 13

Svar: a) se bilden b)0 ¢ ilni.
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. Berdkna kurvintegralen f,y F - dr over fdltet

2xz 2yz
22 4+ o2 22 + 2’

F(z,y,2) = ( In(z? + y?) + 1)

och da kurvan vy dr x = cost, y = 2sint och z =t ddr t gar fran 0 till 2m. 5p

Man ser litt att funktionen U(x,y,z) = zIn(x? 4+ y?) + 2 dr en potential for filtet F i
R\ {(0,0,t) : t € R} (OBS for en fullstdndig l6sning maste detta visas!). Eftersom kurven
ligger i detta omrade beriknas integralen direkt som

/F Ldr = U(1,0,27) — U(1,0,0) = 27
Y

Svar: 27

. Berdakna flédesintegralen

//F~NdS,
Y

dir F = (vy,2%2,2), Y dr ytan {2? +y? — 22 =1,—-1 < 2 < 2}, och N dr den enhetsnormal
som pekar mot z-azeln. op

Ytan Y &r en del av en enmantlad hyperboloid (med z-axeln som symmetriaxeln), som &r
orienterad sadan att normalvektorn pekar inat.

For att kunna anvanda Gauss sats lagger vi till ett lock Lo (det &r en cirkelskiva med normalen
parallellt med z-axeln och nedat orienterad) samt botten L_; (det &r en cirkelskiva med
normalen parallellt med z-axeln och uppéat orienterad) . Med beteckningen K := {(z,y, 2) :
22+ y? —22<1,-1<2<2) farvi

//F-Nd5+// F-Nd5+// F~NdS=/// —divF dxdydz.
Y L_, Lo K

Observera minustecknet i hogerledet som kommer in pga orienteringen!

x
For att berdkna integralen 6ver botten L_; anvénder vi parametriseringen r(z,y) = | y
-1

0
for 22 + y? < 2 och med enhetsnormalen N = | 0 | (s& att den ocksd pekar inat). Vi far da
1

// F-NdS = // . 0 dxdy = —27
L_y

224y2<2

Analogt far man for locket [/ Lo F-NdS =...=—10r. For trippelintegralen far vi

/ / |~ divE dedydz = - / / /K (v + Ddadydz = — / / /K Ldedydz.

Héar har vi anvant oss av symmetrin av integrationsomradet samt att y &r en udda funktion.
En mojlighet att ga vidare ar att skriva integralen som en itererad integral

/21( // Ldudy)dz = ... = ~6r.

22 +y2 <1422



Sammanlagt blir det alltsa

// F-NdS = —// F~NdS—// F~NdS+/// —divF dxdydz = 27 +10m— 67 = 67.
Y Ly Lo K

Svar: 67
4. Lat fn(x) =e .
(a) For vilka x € R konvergerar funktionsfoljden (fy) punktvis?

(b) Ange en mingd D C R sadan att (f,) konvergerar likformigt pa D.
(¢) Ar (fy) likformigt konvergent pd [0, c0)?

Motivera dina svar! 5p
(a) Vi har
0 >0
lim = 1 =0
n—oo
oo <0

Alltsa ar funktionsfoljden (f,) punktvis konvergent for alla z > 0 (och gransfunktionen blir
. ] 0 >0

a0 ={ 520

(b) fn konvergerar likformigt t.ex. i intervallet [a,00) dér a > 0, ty for « € [a,00) kan vi

uppskatta

[fn() = f(@)] = 7™ < e

och far darmed att
sup | fn(z) — f(x)] < e " — 0 di n — oo.

r>a

(¢) Nej, konvergensen pa [0, co) kan inte vara likformig, ty gransfunktionen inte ar kontinuerlig
pa denna méangd.

nx

Alternativt kunde man &ven kolla sup |f, () — f(z)| = supe™™* =1 {6r alla n, alltsa ser vi

x>0 x>0
dven har att konvergensen inte ar likformig.

Teoridel

5. Formulera satsen om variabelbyte i trippelintegraler. 4p
Ange dven ett resonemang som forklarar hur formeln fér variabelbyte i multipelintegraler
relaterar till motsvarande formel for enkelintegraler. Forklara speciellt varfor flervariabelver-
sionen innehaller beloppstecken som inte behdvs i en variabel.

Lat E och D vara kvadrerbara delmingder av R3 och § : E — D en bijektiv C'-funktion

891 991 Oa;
6u1 auz aug
med funktionaldeterminaten 4% = | %92 992 9g: # 0. Da ar
d(’l_i 8u1 6’U,2 8u3 :

O9s 993  Ogs
8u1 6u2 8u3

JJ srasade = [[[ sy |55

om respektive funktioner r integrerbara. (Se &ven sida 288 i PB.)

Z

dU1 dUQ dU3

I envariabelsituationen skulle motsvarande sats se ut sa har: Lat J och I vara intervall och
g :J — I en bijektiv C''-funktion med ¢’(u) # 0. Da ir

/1f<x) dr = /J Flg(w)lg’ (w)] du.



Den ”vanliga” (dvs fran matematik I kéinda) substitutionsformeln &r dock

g(b) b
x)dr = )¢ (u) du.
/g N | rtatwig @

Se sida 259 1 PB for att se hur man skriver den ena om till den andra.

. Definiera begreppet likformigt konvergent funktionsserie. 4p
Visa att om potensserien Z;O:O apx® har konvergensradie R som dr positiv och dndlig (dvs
serien konvergerar absolut for alla |x| < R och divergerar for alla |x| > R) sa konvergerar
serien likformigt i varje intervall [—S, S], ddr S €]0, R].

o] N
En funktionsserie > f,(x) konvergerar likformigt i D om partialsummorna sy (x) := > f(z)

konvergerar 1ikforn;igt i D (mot s(x)), dvs om

sup |sy(z) — s(z)| = 0 da N — oo.
xeD

For att visa likformig konvergens av potensserien » .-, arpx® i [-S, S] anvinder vi oss av
Weierstrass majorantsats. Vi har
larz®| < |ap S|

och vet att serien Y7 |axS*| &r konvergent (ty S < R) och dérmed dr > p- , axz” likformigt
konvergent i [—S, S].

. Lat f vara en komplexvird funktion i en dppen delmdingd av det komplezxa talplanet C.

(a) Ange definitionen av en analytisk funktion.

(b) Ange tva egenskaper hos f som dar ekvivalenta till egenskapen analytisk.

(c) Bestim alla reellvdrda analytiska funktioner f i C, dvs bestém alla analytiska funktioner
f(z) = u(z,y) + iv(x,y) med imagindrdel v(x,y) = 0 for alla x och y (dir som vanligt
z=x+1iy). 2p

(a) Definition 3.1 i kompendiet.
(b) Foljande egenskaper dr ekvivalenta med analytiskt (i ldampliga omraden):

e f ar komplext deriverbar (Sats 3.1)

e Kurvintegralen 6ver f &r oberoende av vigen i enkelt ssmmanhéngande omraden (Sats
3.2)

e f kan kring varje punkt utvecklas i en potensserie med positiv konvergensradie (Sats
9.1 och 9.2)
(c) Om v(z,y) = 0 blir de Cauchy-Riemann differentialekvationer w), = 0 och u; = 0 vilket
leder till u(z,y) = c f6r nagon reell konstant. Vi far alltsa att de enda reellvirda analytiska
funktioner ar konstanta funktioner.



