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Endast kommenterade svar!!! OBS: Inte alla delsteg ar redovisade!

Problemdel

1.

(a) Berdkna .
/01 (/01 Sin(ew)dx)der/le (/lnly Sin(em)dx)dy.

Tips: Att rita integrationsomradet och byta integrationsordningen kan vara en mdjlighet
att angripa problemet.

(b) Berdkna volymen av kroppen 2p

K={(z,y,2): 2 +y*+22 <2, 2< 1,z +y > 0}.

(a) Vi ritar bada integrationsomraden, dér I beteckna omréadet for den forsta integralen och
II omradet for den andra,

och ser att det sammanlagt &r omradet under grafen y = €* in intervallet 0 < z < 1. Om vi
byter integrationsordningen far vi alltsa

[ ey [ [ e [ [ s

och darmed
1

/01 e’ sin(e”)dx = [ - cos(e”’)} = cos(1) — cos(e).

=0

(b) Kroppen K bestar av en halv boll med radie v/2 (ty « +y > 0), varifran den 6vre delen
z > 1 har tagits bort. Det finns olika mdjligheter att berdkna volymen, till exempel:



V(K) = // / 2(12+y)d>dxdy— // 142 - @2+ g9 )d:cdy

x+y>0 x+y>0
r24y2<2 r24y2<2

= Ve
/4/ (1+\/2—r2)rdrdcp:...:g(3+2\/§)
-z Jo

Svar: a) cos(l) —cos(e)  b) FB3+2v2).
2. Verifiera Stokes sats for vektorfiltet F(x,y, z) = (227332, y2) och ytan 'Y given genom
(x—2)2+@y+202=2> foro<z<l1.

Duvs, berdikna kurvintegralen faYF - dr bade direkt och med hjilp av Stokes sats. Av din
losning ska tydligt framga hur du vdljer orientering. 5p

For att askadliggora ytan betraktar vi forst snitten med planen z = zy for 0 < zg < 1. Dessa
ar cirklar med radie zp och medelpunkt (zp, —zp). Déarmed &r ytan en "sned tratt” med
spetsen i origo (da zp = 0) och &vre randen cirkeln (z — 1)2 + (y + 1)2 = 2 i planet z = 1.
Den "nedre delen av randen” bestar endast av origo och bidrar déarmed inte till integralerna.
Resterande randen till ytan Y kan parametriseras som

1+ cost
r(t)= | —1+sint 0<t<2m.
1

Med detta val ar randens orientering matematiskt positivt uppifran sett. Darmed maste vi
véalja ytans normalvektor sa att den visar inat tratten, dvs med negativ z-komponent.

Vi berdknar forst kurvintegralen

27 1 —sint
/ F-dr:/ (1+cost)? | - | cost |dt=...=2nm.
oY 0 \(=1+sint)? 0

For att berikna flodesintegralen | fy rotF - dS parametriserar vi ytan Y som

2+ zcost 0<¢<2r
r(p,z) = [ —z 4+ zsint - T
(¢, 2) 0<z<1
z
och berdknar normalvektorn
Z oS
r, XTI, =... = zsing

z(singp — cosp — 1)

Vi observerar dock att denna vektor dr utitriktat, dvs vi maste anvinda —r{, x r} som
normalvektor i ytintegralen, som da blir

o —2cos
// rotF - dS = / / 1+Coscp) . —zsingp dodz = ... =2m.
—1 + sin ¢)? —z(sing —cosp — 1)
Dérmed har vi i detta exempel verifierat [[, rotF-dS = [, F - dr.

3. Betrakta Sp

/ §+y2dx+ _§+y2dy
rz?+y 22 +y




4.

(a) Berdkna kurvintegralen, dar kurvan T gar i halvplanet y > 0 fran punkten (1,0) till
(—1,0) lings superellipsen x® + 3y® = 1.

(b) Ange en kurva I' sadan att kurvintegralen blir noll och motivera ditt val.

Vi borjar med att kolla faltet (Q, P), och observerar att bade P och @ ar godtyckligt manga
ganger deriverbara i R?\ {(0,0)} och vi ser efter lite berikning att Q/, — P, = 0 dér. Detta
innebar att kurvintegralen &r oberoende av végen i varje Gppet enkelt sammanhéngande
omrade som inte innehéller origo, t.ex. i Q = R?\ {(0,y) : y < 0}, dvs hela planet utom den
icke-positiva y-axeln.

(a) Enligt observationen ovan kan far vi samma vérde f6r kurvintegralen om vi ersétta den
givna kurvan T' med halveirkeln + fran punkten (1,0) till (—1,0) i det 6vre halvplanet, dvs
v :r(t) = (cost,sint) da 0 < t < 7. (OBS: Bade I och « ligger inom omradet .) Vi far
alltsa

/ e = / = / (cost +sint)(—sint)dt + (— cost + sint)(cost)dt = ... = —m.
r vy 0

(b) Enligt observationen ovan kan vi vélja varje enkel sluten kurva I" som ligger helt inom £2,
t.ex. cirkellinjen (x — 13)%2 + (y — 9)2 = 1.

OBS: Det gar inte att ersitta kurvan i (a) med den raka linjen ldngs z-axeln. Da skulle vigen
ga rakt igenom singulariteten!

(a) Betrakta serien
= (2n
> (3
n
n=0
i. Bestam seriens konvergensradie.
1. Ange en mangd M C C sadan att serien konvergerar likformigt i M.

Vi anvander oss av formeln for konvergensradien

<2:) (n+1)? 1

= lim ——%——=...= lim =-.

n+1

R = lim

n—oo

a7z+1

Eftersom R = % vet vi att serien konvergerar likformigt i varje sluten cirkelskiva |z| < s
med 0 < s < i. Men &ven pa varje annan kompakt méngd M som ar delméngd av den
oppna cirkelskivan |z| < 1 &r konvergensen likformigt.

(b) Betrakta serien

S
—_ n- 91’L
1. Bestam seriens konvergensradie R.
it. Bestam vdrdet pa serien for |z| < R.
iti. Konvergerar serien dven for alla z € C med |z| = R?

Motivera dina svar! op

i. Vi amnar att anvanda kvotkritiet och betrakta darfor

(71)n+1 22(n+1)

(n+1)-9n+t I £ N - O
(—1)n22n U9 T+l 9 :
n - 9n

2 2
EL < (samt divergerar om EE S 1),

Enligt kvotkriteriet konvergerar serien absolut om =5 5

darmed ar konvergensradien R = 3.

ii. Visitter f(z) :=> o0, %z”‘ for |z| < 3. Pga regler {or potenserier far vi

e o0 k
, (=)™ on—1 2z —22 2z 1 2z
= 2 =...=—— — ) =—— = — .
f'(z) ;n.gn(n)z 927 91+ 2 91 22




Integrationen ger
f(z) = c—In(9 + 2%,

med en integrationskonstant ¢, som ar dock ¢ = 0, ty f(0) = 0. Alltsa har vi
f(z) = —In(9 + 2?) for |z| < 3.

iii. Om vi véljer z = 3i far vi den divergenten serien

Zn 9" Z

Svar: (a) i. R=1,ii. teex. [2| <%  (b) i. R=3,ii. —In(9+ 2?), iii. nej.

3\'—‘

OBS: I (i) kan vi inte anvinda formeln for konvergensradien pa samma sitt som i (a), ty
gransvirdet inte finns!

Teoridel
5. Formulera och bevisa Greens formel. (Om ditt bevis innehaller flera steg av liknande typ
behdver du inte utfora dessa flera ganger). 4p
Se boken.

6. Definiera begreppet analytisk funktion.

Ldt f vara en funktion sidan att dess realdel u(x,y) och imagindrdel v(x,y) dr av klass C*
(som funktioner av x och y). Visa att den komplexa derivatan f'(z) existerar om och endast
om u och v uppfyller Cauchy-Riemanns ekvationer. 4p

Se kompendiet, Definition 3.1 och Sats 3.1.

7. Lat f wara en funktion som dr analytisk i en dppen mdngd 0 som innehaller den slutna
enhetscirkelskivan D = {z € C; |z| < 1}. 2p
Visa: Om |f(z)| <1 for alla z med |z| = 1, sa gdller dven |f(0)] < 1.

Tips: Cauchys integralformel och triangelolikheten for integraler kan vara hjdlpsamma.

Vi borjar med att skriva ner Cauchys integralformel for f(0). Da far vi

1 f(©)

f(O) 27T’L |z]=1 C 0

S—=dc

och om vi parametriserar kurvan |z| = 1 med z(t) = e sa blir det

1 2m it ) 1 2 )
f(0) = i it Cf(fz) ¢ = i fizt ) cieltdt = %/0 f(et)dt.

Nu anviinder vi triangelolikheten och forutsittningen |f(ef)] < 1:

1 27 . 1 27 1
£ < 5 [ i< 5 [ nde= 5o,
s T Jo s

OBS: Man kan ocksa anvanda triangelolikheten direkt utan att parametrisera, men det kdnns
tydligare sa.



