MATEMATISKA INSTITUTIONEN Losningsforslag i
STOCKHOLMS UNIVERSITET Analys B, 7.5 hp
Avdelning Matematik den 1 juni 2020
Examinator: Annemarie Luger

Endast kommenterade svar!!! OBS: Inte alla delsteg ar redovisade!

0. Lat parametern B vara lika med sista siffran i ditt personnummer.

1. Betrakta integralen 5p

4z
D

22 ty2+22
(a) Anvind rymdpolira koordinater for att berdkna integralen ovan dver mdngden
D={(z,y,2): 1 <a* +y* +22<4,24+y <0, z>0}.
(b) Bestdim vdrdet av integralen dver mdngden
D= {(x,y,2): 1 <a®+y*+ 22 <4}

(a) Vi anvénder rymdpoléra koordinater

x = rcosysiny
y = rsinpsind
z = rcost,

och far de nya granserna

1<r<2, tyl<a?+¢y*+22<4
tyx+y <0

ty z > 0.

Med dxdydz = r? sin ¢ drdedd blir integralen
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(b) Integrationsomradet &r symmetriskt med avseende pa z, dvs om en punkt (xg, yo, 2) ligger
i D, sa ligger dven punkten (zo,yo, —2) 1 omradet. Eftersom funktionen f &r udda i z, dvs
f(z,y,—2) = = f(x,y, 2), ar integralen noll.

Svar: a) 157 In2 b) 0.



2. Betrakta

/ (mos(m;) _ 2usin(rz)

2y sin(mx)
221 y2 (22 +y2)? ta)dy.
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OBS: Anvind ditt virdet pa B som du har bestimt i fraga 0 ovan.

(a) Berdikna kurvintegralen, dir kurvan v gdar medurs lings ellipsen x® + 9y*> = 9 frdn
punkten (0,1) till punkten (—3,0). 5p
(b) Ange alla satser som du behéver i (a) och forklara hur du har anvint dem. T2p

Anmdrkning: Om i satsens formulering forekommer t.ex. ett omrade 2, sa ange hur du har valt
Q i exemplet, samt redovisa varfor alla satsens forutsdattningar dr uppfyllda.

(a) Eftersom direkt beridkning av kurvintegralen verkar leda till komplicerade integraler
forsoker vi hitta en potential, dvs vi letar efter en funktion U(z,y) sadan att

meos(mx) 2z sin(mx)

Ul (x, = B
2y sin(mx)
U’ _ _ g7\
y(x,y) (22 1 y2)?
Fran den andra ekvationen far vi U(z,y) = j‘;ﬁ:}? + zy + h(x), derivation och den forsta

ekvationen ger h'(z) = B, dvs h(z) = Bz + C. Darmed har vi hittat en potential

sin(mx)
Ulx,y) = e + zy + Bz
och kurvintegralen &r lika med U(-3,0) — U(0,1) =... = —3B.

(b) Vi har anvént satsen som séger att existens av en potential &r ekvivalent med att kurv-
integralen &r oberoende av végen (Sats 3 pa sida 349). Mer precis:

Sats: Lat Q vara ett oppet bagvis sammanhiingande omrade i R? och F ett kontinuerlig
vektorfilt i 2. Da har F en potential om och endast om kurvintegralen fv F - r ar oberoende
av vagen.

I exemplet kan vi da vilja méngden 2 = R?\ {(0,0)}, d& ar F kontinuerlig i Q.

OBS: Om man vill férsidkra sig att det finns en potential, sa behéver men en annan sats. Den
forutsatter dock att omradet ar enkelt sammanhéngande (annars funkar inte Greens sats). 1
sa fall kan man t.ex vélja omradet som hela planet utom stralen {(—t,¢) : ¢ € [0,00)}. Men
vi har inte gjort det i 16sningen ovan, utan fatt existensen av potentialen genom att ange
den!

3. (a) Formulera Gauss sats med alla forutsdttningar. T2p

(b) Verifiera Gauss sats for filtet u(zx,y, z) = (22,93, 23) och kroppen 5p
K={(z,y,2) : 2 +9y* < 2%,0< 2 < B+ 1},

dvs berdkna bade flodesintegralen och trippelintegralen och jamfor svaret.
OBS: Anvind ditt virde av B som du har bestamt i fraga 0 ovan.

(a) Gauss’ sats dr sats 1 pa sida 368.

(b) Vi observerar forst att kroppen K i#r den delen av kiigeln 22 + y2 < 22 som har spetsen
i origo och gar uppat fram till z = B + 1. Vi borjar med att berikna

B+1
/ / / divu dedydz = / ( / / 3(2% + 92 + 22)d:vdy) dz.
K 0 r24y2<22

Genom att anvanda polira koordinater i dubbelintegralen blir integralen lika med

B+1 2 z 9
3/ / / (7‘2—"-2,’2)7"de8de::7(3_~_1)5
o Jo Jo 10



For att berdkna flodesintegralen konstaterar vi att randen 0K bestar av tva delar, kigelmanteln
och locket.
Manteln kan parametriseras som

tcos @
r(t,p)=|tsinp |, O0<¢p<2r, 0<t<B+L
t

Normalvektorn till manteln blir da

cos ¢ tsin ¢ —tcos p
ry xr, = [sing | x [tcosp | = | ~tsingp
1 0 t
tcosp
Eftersom vektorn pekar inat kroppen K behover vin = | ¢siny |. Déarmed ar flodesintegralen
—t

genom manteln

Bl p2n [tPcosd t cos ¢ B+1 27
// u-dS = / / t3sin®p || tsing | dpdz = / / t*(cos* p+sin? p—1)dpdt.
mantel 0 0 3 —t 0 0

For att integrera med avseende pa ¢ skriver vi m integranden med hjélp av formler fér dubbel
vinkel

1
cost p +sin? p — 1 = cos? p(1 —sin? @) +sin p(1 —cos? ) =1 =... = 1(cos4gp -1

och far sa att integralen &r vidare lika med

(B+1)° / ™ ;
e = dp—1dp=...=——(B+1)".
5 A 4(Cos ® Ydp 10( +1)
Locket kan parametriseras som
T COS P
r(t,p) = [rsinp |, 0<p<2r, 0<t<B+1
B+1

Normalvektorn till manteln blir da
0
r’rxr'g,:...: 0],
T

som &r ratt orienterad, ty den pekar utat. Flodesintegralen genom locket blir da

B+1 p2n [* 0
// u«dS:/ / * 0] dpdz=...=(B+1)°r.
lock 0 0 r r

Darmed blir flédesintegralen genom randen av kageln lika med

// u-dS:// u~dS+// u-dS:—l(B+1)5+(B+1)57r:91(34—1)5.
oK mantel lock 10 10



(a) Betrakta potensserien 3p

o0

1
n=0 (TL + ) '

i. Bestam seriens konvergensradie.

1. Ange alla punkter x € R sadana att serien konvergerar.

113. Ange en mangd M C R sadan att serien konvergerar likformigt i M.
(b) Betrakta serien 2p

1. Bestam seriens konvergensradie.
1. Ange alla punkter x € R sadana att serien konvergerar.
(¢) Definiera begreppen likformigt konvergent funktionsfoljd och likformigt konvergent funk-
tionsserie. Forklara skillnaden mellan punktvis och likformig konvergens for foljder. T 2 p

(a) i. Vi betraktar

Qn

(n+2)-2"1  n42
(n+1)-20  “n+1

—2dan— oo,

anJrl

och darmed &r konvergensradien R = 2.

ii. Vi undersoker randen av konvergensintervallet, dvs punkterna z = +2:

o0 1 . .
n—o g1 ar divergent

x = —2: serien ) (;ﬂ

Darmed konvergerar potensserien alltsa for —2 < x < 2.

iii. Enligt satsen om konvergensradie vet vi att potensserien konvergerar likformigt i varje
kompakt delméngd av det 6ppna intervallet (—R, R), t.ex. [0, 1].

(b) i. Vi betraktar

x = 2: serien

ar betingat konvergent.

n! pntl 5
T5n (n+ 1) n+1

Gp

—0dan— oo,

anJrl

och darmed ar konvergensradien R = 0.
ii. Eftersom R = 0 finns bara en enda punkt da potensserien konvergerar, ndmligen da
|zt —1| =0, dvs z = 1.

(¢c) Definitioner 6.1 och 7.1 samt Anmérkning 6.1 i kompendiet.

Svar: a)i. R=1,1i. -2 <z < 2,iii. t.ex. [0, 1] b) i. R=0,ii. z = 1.
. Lat Ry och Ry vara konvergensradien till potensserien > a,z™, respektive Y bpz".
n=0 n=0
Visa: Om |an| < |by| for allan >0 sa ar Ry > Rs. T2p

Lat zp vara en punkt med |zg| < Ry och betrakta partialsummorna
N N N
D lanzhl = lan] - |20l <> [ball20]™
n=0 n=0 n=0

o0
Eftersom |z9| < Ry sé &r ) bpz{ absolut konvergent och med olikheten ovan ser vi att da
n=0

o0
dr dven serien Y, a,z{ absolut konvergent, vilket innebér att |zo| < Ry. Alltsa har vi visat
n=0
att R2 § Rl.
OBS: OM man visste att bade lim {/|a,|och lim {/|b,| existerar kunde man &ven anvénda
n—oQ n—oo

formeln for konvergensradien for att visa olikeheten.



6. Lit F : R3\ {(0,0,t) : t € R} — R3 vara vektorfiltet T2p

2(xz +y) 2(yz — =)
z2+y2 ’ 1’2+y2 ’

F(z,y,2) = ( In(2? + y2)> .

och v1, Y2 och 73 kurvorna

m(t) = (cos(t),sin(t),0)
v (t) = (2cos(t),2sin(t),2)
v3(t) = (3cos(t) + 6,3sin(t),3).

Vektorfaltet F ar rotationsfritt i sin definitionsmdngd, dvs utanfor z-azxeln, men det behover
du inte visa!

(a) Visa, med hjilp av Stokes sats, att f«ﬂ F.dr = f,m F - dr.
(b) Foljer ur Stokes sats dven f% F.dr = f% F.-dr?

(a) Kurvan ~; ér cirkeln i xy-planet med medelpunkt i origo och radie 1 och kurvan ~, ar
cirkeln i planet z = 2 med medelpunkt pa z-axeln och radie 2. Eftersom bada cirklar gar
runt” z-axeln finns en yta som inte skir z-axeln, dvs ligger helt i definitionsomradet av
faltet F, och har precis ; och v, som rand, dar kurvorna &r orienterade at motsatt hall.
Ett exempel pa en sadan yta Y dr den delen av kégeln (5 + 1)2=22+42dir 0 < 2z < 2.
Randkurvan da z = 0 &r cirkeln 77 och randkurvan da z = 2 &r cirkeln 7,, dvs 0Y = 1 — 7.
Vi kan da anvianda Stokes sats och, ty faltet ar rotationsfritt, far vi

O://rotF-dS: F~dr—/F-dr,
Y Y1 Y2
/F-dr:/F-dr.
71 Y2

(b) Kurvan ~s &r cirkeln i planet z = 3 med medelpunkt (6,0) och radie 3 och gar dédrmed
inte "rund” z-axeln. Dvs vi hittar ingen yta vars rand bestar av -y; och 73 och som inte skér
z-axeln. Darmed kan vi inte anvinda Stokes sats i denna situation. OBS: Det &r intuitivt
klart att det inte finns en sadan yta, &ven om vi inte har visat det strikt.

alltsa



