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Endast kommenterade svar!!! OBS: Inte alla delsteg ar redovisade!

0. Lat parametern b vara lika med nastsista siffran i ditt personnummer.
1. (a) Skissa omradena
Dlz{(x,y):1§x2y§2, m2§y§x2—|—b+1}

och
D2 = {(xvy) € Dlax > O}

OBS: Anvind ditt virdet pa b som du har bestamt i fraga 0 ovan.

u=z%y
v=y— a2
d(u,v)
d(z,y)’

(b) Betrakta nya variabler (u,v) med

Berdkna funtionaldeterminanten

(¢) Berdikna integralerna

// Pyly + )P dady  och // Pyly + 22)ev =" dady.
D1 D2

(a) Den forsta olikheten 1 < 2%y < 2 implicerar 2

> 0 och dédrmed far vi att méngden

D1 beskrivs av olikheterna # < 2 och 22 <y < 22 + b+ 1. Mingden D; bestar alltsa

x2

1 2

av alla punker som ligger bade mellan kurvorna y = - samt y = -5 och mellan kurvorna
y = 22 samt y = 2 + b+ 1, se skizzen, dvs symmetriskt kring y-axeln och ser lite ut som tva

draperier.
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(c) Vi observera att det angivna variabelbytet dr en bijektiv Cl-avbildning av Do pa rektan-
geln F:= (u,v): 1 <u<20<wv<b+1 och vi borjar med att berdkna

1 1 3
// x3y(y+m2)ey_”:2 dzdy = 3 // x2yey_x22x(y—|—x2) dxdy = 3 // uwe’ dudv = ... = Z(ebﬂ—l).
D> Do E

d
Hér har vi anvint dzdy = ’dgi: z; ‘ dudv = ﬁdudv och att Zggzg = 2z(2% +y) > 0 for

!
2
y =...=2z(z" +y).

!/
x
/
v, U

Y

(.13, y) € D2~
Variabelbytet avbilder d&ven den vénstra delen av D bijektivt pa E, men i sa fall ar ‘;E;;; =
2z(z% +y) < 0 for o < 0. Integralen av vinstra och hogra delen tar d& ut varandra och vi

far

// 3y(y + 352)69_“2 dzxdy = 0.
D,

Alternativt kunde man ocksa argumentera det eftersom integranden &r en udda funktion i x
och integrationsomradet D; ar symmetriskt med avseende pa y-axeln.

Svar: a) se bilden b) 2z(z? +y) ¢) [f..=0o0ch [[...=3(et!—1).
Dl Dy

2. (a) Berdkna kurvintegralen
2

2zy T
—_— - d —d
/C<1+x4y2 a:y) m+1+904yQ Y

dar kurvan C gar fran punkten (0, —2) till punkten (0,2) i hdoger halvplanet lings cirkeln

med medelpunkt i origo och radie 2. op
(b) Formulera alla satser som du anvinder i (a) och forklara hur du har anvint dem. T 2
p

Anmdrkning: Om i satsens formulering forekommer t.ex. ett omrade §2, sa ange hur du har valt
Q i exemplet, samt redovisa varfor alla satsens forutsdattningar dr uppfyllda.

a) Vi observerar att filtet (P, = (2%, — ay, % ar godtyckligt manga ganger
142y 1+zty
deriverbar och vi berdknar
0oQ oP

or oy
Kurvan C &r en halvcirkel i hégerhalvplanet. Vi &mnar att anvanda Greens sats und betraktar
da halva cirkelsskivan D := {(z,y) : 2> + y*> < 2,2 > 0}. Randen till D utgors av kurvan
C samt striackan v : (0, —t) for ¢ € [—2,2] (minus tecknet &r ett sitt att fa orienteringen rétt).




Greens sats ger da

9Q opP _ Py
/ (am ay) iy = [ (Q) o
dvs vi har

T2
1
/sz+Qdy = // :L"dxdyf/ Pdzx+Qdy = /2 / 2 cos godrd(pf/ 0dz+0dy = ... = —6
C D 10 -z Jo v i
2

Kommentar: Alternativt kunde man ocksa dela upp faltet som

X x2 X X
(P.Q) = (-2 e

1+ a4y T 1T wiy? 1+ 242’ 1+ aiy?

2

) + (*l'y, 0)7

dér den forsta termen dr ett potentialfdlt (och integralen kan berdknas med hjalp av en po-

tentialen U(z,y) = arctan(x?y)) och kurvintegralen 6ver den andra termen litt kan beriiknas
direkt.

(b) Vi anvéinde oss av Greens sats. For den fullstindiga formuleringen se kursboken, hur vi
har anvént den beskrevs i (a) i samband med berékningen.
3. (a) Formulera Stokes sats med alla forutsdtiningar. T2p
(b) Verifiera Stokes sats for ytan Y = {(z,y,2) : 2® + y*> — 22 = 0, 2 < 2} och filtet 5 p
3y

u(z,y,2) = | —zz |,

yz*

dvs berdkna bade flédesintegralen och kurvintegralen och jamfor svaret. Redovisa hur du
valjer orienteringen!

(a) Se kursboken.
(b) Vi berdknar bada sidor av identiteten

// rotu'dS:/ u-dr.
Y oYy

Ytan Y &r en paraboloid vars rand 9D é&r cirkeln i planet z = 2 med medelpunkt i z-axeln
och radie 2.

Vi borjar med att berdkna kurvintegralen och parametrisera randen 0Y

2cost
r(t) = | 2sint | for ¢ € [0,27].
2



Darmed far vi

27 or [ 6sint —2sint
/ u-dr = / u(r(t)) - r(t)dt = / —4cost | - | 2cost |dt=...=—20m.
oY 0 0 * 0

For att berdkna ytintegralen parametriserar vi ytan Y till exempel som

x
r(z,y) = y for #* +y* <4
3@ +9?)
och far ytans normalvektor
1 0 —T
rxr=10]x|1]=|-y
T 1

Det aterstar att kolla om orienteringen av randen och ytan matchar: Var parametrisering
av randen krdver att ytans normalvektor pekar innat (dvs uppat), vilket den berdknade
normalvektorn gor, alltsa kan vi anvinda den (utan teckenbyte) i berikningen av ytintegralen.
Vi berdknar forst

e e e
* 4 z 224z
—_| o 4 o | _
rotu=| 4 oy 5 | = 0
2 _Z_3

Jy —xz yz
och far darmed

1 27

iz —I-y) +x - 2 A 2
// rot u-dS = // A\ vy | dedy = — //((4+rcost)rcost+2+3>rdrdgp:...:—20ﬂ'.
L(
0 0

22 4y2<4 iiU +y) 3 1

4. (a) Berdkna kurvintegralen 2p

52
/7 (2249)(z—1) dz,

ddr kurvan «y dr den positivt orienterade cirkeln |z — 1 + 2i| = 3.

(b) Berdkna kurvintegralen 2p

-1
/e 5— dz,
Y 2

ddr kurvan v dr den positivt orienterade enhetscirkeln.

(¢) Berdkna kurvintegralen 1p

1
/—dz
+ 121

ddr kurvan v dr den positivt orienterade enhetscirkeln.

(d) Definiera begreppet analytisk funktion. Formulera Cauchys integralformel och forklara
for en av integralerna ovan hur den anvdinds ddr. T2p

(a) Vi ser att integranden &r analytisk i alla punkte i planet utan z = 1 och z = £3i. Cirkeln
|z — 1+ 2¢| = 3 omslutar tva av dessa punkter, ndmligen z = 1 samt z = —3i. Darmed kan
vi ersétta cirkeln med tva cirklar I'y och I's, dar I'y har medelpunkt z = 1 och en liten radie,
t.ex. r = 0,5 (tillrickligt liten, s& att ingen annan singulér punkt ligger innanfor cirkeln) och
I’y har medelpunkt z = —3¢ och radie, t.ex., r =0,5.



Vi far
[Y(zerQZ)Q(zl)dZ - /Fl,zll'z;isadz+/F2 zJi?)i ' (23;)2(21) dz
= 2m% . +2m(z_3f)2(2_1> .
= .= 110(—3“11').

(b) Vi bérjar med att skriva om integranden med hjilp av MacLaurinutvecklingen

1 (I+z+%g(z)—1 1
e* — z4+59(2)) —
2 = 22 :*—FQ(Z),
z z z

dér g ar analytisk i hela C. Darmed far vi
-1 1
/ 672(12 = / (f +g(z)) dz = 2mi.
y 2 y \Z

(c¢) Integranden &r inte en analytisk funktion (inte ens utanfor origo), darfor beriknar vi
integralen direkt med hjilp en parametrisering v : z(t) = e for t € [0,27] och far d& med
dz = ie*tdt att integralen blir

1 271' 1 . 27‘(‘ .
/—dz:/ .tie”dt:i/ eldt=...=0.
v 12 o et 0

Kommentar: Alternativt kunde man konstatera att integranden ﬁ = 1 langs kurvan och

darmed ar integralen lika med
/idz:/ldz:(),
- |2l ¥

ty den konstanta funktionen 1 dr analytisk i hela C.

(d) Se kompendiet. Till exempel i (a) berdknas integral 6ver den lilla cirkeln I'; direkt med

Cauchys integralformeln, da f(z) = 5 5.

5. Lat F vara ett C'-filt definierat i en 6ppen mingd Q0 C R3. T2p
(a) Ange definitionen av ett potentialfdlt samt av att en Oppen méngd ar enkelt sam-
manhangande.
(b) Ange tillriickliga villkor for att F &r ett potentialfalt i Q. Ar dessa villkor &ven nodvindiga?

(c) Ange ett exempel pa en &ppen, sammanhéngande, men ej enkelt sammanhéngande
méngd i R3.



(a) Filtet F &r ett potentialfilt om det finns en C! -funktion U siddan att grad F = U
(i fall filtet dr C', sd maste U nodvindigtvis dven vara C?). En 6ppen mingd #r enkelt
sammanhéingande om den ar bagvis sammanhédngande samt om varje sluten kurva kan trans-
formeras kontinuerligt till en punkt ("utan att limna méngden”).

(b) Exempel pa tillrickliga villkor &r

A Kurvintegralen over féltet &r oberoende av végen.
B Kurvintegralen 6ver alla slutna kurvor i £ ar noll.
C Omradet Q &r enkelt ssmmanhédngande och det géller rot F = 0.
Egenskapen i A dr ekvivalent med att féltet ar en potentialfélt, dvs dven nédvindigt.
Aven Egenskapen i B ar ekvivalent och ddrmed nédvandig.
I C dédremot &r den andra egenskapen (att filtet ar rotationsfritt) nédviandigt medan den

forsta egenskapen (att omradet &r enkelt sammanhéngande) inte dr nodvandigt for att F &r
ett potentialfalt.

oo
. Lat Z Jr(t) vara en funktionsserie, lat > ¢, vara en konvergent talserie, och lat foljden
k=1
(bk)k>1 vara begransad.

Visa: Om | fi(t)] < ¢ for allat € I och alla k > 1 sa &r funktionsserien > by - fx(¢) likformigt
k=1
konvergent i I. T2p

Vi &mnar anvéinda Weierstrass majorantsats for serien Z by - fx(t). Eftersom foljden (by)r>1

dr begrénsad, sa finns det ett tal B > 0 sadan att |by| < B for alla k£ > 1 och vi har

bk - fr(t)| < B - ck.

oo o0
Eftersom > ¢ &r konvergent ar d&ven Y, B - ¢, konvergent, och ddrmed implicerar Weier-
k=1 k=1

o0
strass majorantsats att serien Y by - fi(t) ar likformigt konvergent.
k=1



