LOSNINGAR TILL LINJAR ALGEBRA II, 2019-03-22

Uppgift 1. Vi har att

z 0 1 0 0 0 1—2%2 0
0— 0 1 0 z| (Dragaz(radl) |0 1 0 x | (Utveckla efter
"1 0 =z O fran rad 3) 10 x 0 rad 1)
0 0 1 0 =z 0 1
0 1 =z 0 1 =z
S| 1 0 0|=(1-23)]1 0 0 (Utveckla efter
0z 1 0z 1 rad 2)
1 =z
(1 o 2V(_1\2HL 7. (22 _1)2
=(1—-2°)(-1) 1 z 1 (z°—1)
Losningarna till determinantekvationen &r alltsa z = —1 och z = 1.

Uppgift 2. Enligt definitionen av T giiller att
T(ao + ar1x + azx® + azx®) = (2° + x)(2a9 + 6azx) — 222 (ay + 2ax + 3azr?) =
= 2a9x — 2(a; — 3a3)z* — 2a2> (1)
Av (1) foljer att
T(a0+a1x+a2x2+a3x3) =0<=ay=a1 —3a3 =0<= ay = 0,a; = 3as.
Dvs T':s nollrum
N(T) = {ag + 3azz + azz® | ag, a3 ir godtyckliga} =

= {ao + az(x® + 32) | ap, az dr godtyckliga} = [1, 23 + 32].

Polynomen 1,23 + 3x &r linjéirt oberoende (de &r inte proportionella) och &r alltsa
tillsammans en bas i N(T)).
Av (1) foljer ocksa att T':s virderum

V(T) = {2a92 — 2(a1 — 3az)z? — 2a22° | a1, as, a3 ir godtyckliga} =

= {—2(a1 — 3a3)z? + 2a2(—2> + x) | a1, az, az ir godtyckliga} = [2?,2® — z].

Polynomen 2, 23 — z ir linjirt oberoende (de #r inte proportionella) och ir alltsa

tillsammans en bas i V(7).
Av (1) foljer slutligen ocksé att T(1) = 0, T(x) = —222, T'(2?) = 22223, T'(23) =
6x2. T:s matris i basen 1, z, 22, 23 ar alltsd matrisen

0O 0 00
0o 0 20
0 -2 0 6
0 0 -2 0

Uppgift 3. Eftersom
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har vi att
13 12 2
A*A=1[12 13 -2
2 -2 8

Egenvérdena till A*A &r 16sningarna till ekvationen det(A*A — AI) = 0. Utrdkning
ger att A*A har egenvirdena A\; = 25, Ao = 9 och A3 = 0, vilket ger att A har
singuléira virden o1 = v/A; = 5 och 03 = Vo = 3.

Egenrummet {6r egenvirdet \; ges av nollrummet till matrisen (A*A — AI).
Explicita utrdkningar (som studenter borde skriva ner) ger att egenrummet for
egenvirdet A\; = 25 ges av Span(1,1,0)! . En ON-bas foér egenrummet till \; ges av
v = 75(1,1,0).

Egenrummet for egenviirdet Ao = 9 ges av Span(—1,1,—4)". En ON-bas for
egenrummet till Ay ges av vy = ﬁ(—l, 1,—4).

Egenrummet for egenviirdet A3 = 0 ges av Span(—2,2,1)%. En ON-bas for egen-
rummet till Ay ges av vp = £(—2,2,1).

Lat nu V vara matrisen vars i:te kolonn &r v;, d.v.s.

1 1 _2

V= f 31\/5 23
I O
0 -5 3

Nu hittar vi en ON-bas (u1, up) for R? dir u; = U%Avl och uy = U%Avg. Lat nu
U vara matrisen vars i:te kolonn &r u;, d.v.s

1 1
U= ).
V2 V2
Slutligen, lat S vara av samma storlek som A (d.v.s. 2 x 3) och ges av
Si; = {O’i omi=j
0 annars.

Det f6ljer nu att vi har en singulérviardesdekomposition

1 1 _a2\Tr

a1 1 Z 3B 3

_ «_[(va vz (° 0 0\ (i T 2
amvr=(2 )G 0 (% ]
T3v/2 3

Uppgift 4. Vi loser uppgiften med hjélp av Gram-Schmidts process. Om u; =
(1,1,0,0), ue = (1,0,1,0), us = (1,0,0,1) da giller att forsta vektorn i ON-basen
ges av

1
V1 = U1/|U1| = 5(1,1,0,0)

Vektorn wy som &r ortogonal mot vy ges av

1 1 1
W2 = U — <UQ,U1>U1 = (1,0, 1,0) — 5(17 1,0,0) = (57—57 1,0).
Den andra vektorn i ON-basen blir
21 1
Vo = ’LU2/|U)2| = \/g(2, —571 O)

Vektorn ws som &r ortogonal mot v och vy ges av

1 121 1 1 1 1
wy = uz—(uz, v1)v1—{us, v2)vz = (1,0,0,1)=5(1,1,0,0)~5-2(35,~5,1,0) = (5, =3, =3, 1)-
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Den tredje vektorn i ON-basen blir

3.1 1 1
=/l =211 L)

Uppgift 5. Forst berdknar vi all egenvérden.
2—A 1 0
0 4-X 2 [=2-NM({A-N?=16=X2-N)(\-38).
0 8 4— )\
Vi far Ay =0, Ay = 2, A3 = 8. Eftersom alla egenvirnden &r ilka dr matrisen dia-

gonaliserbar. Déaremot #r matrisen inte ortogonalt diagonaliserbar eftersom endast
symmetriska matriser &r det.

Uppgift 6. Man anvinder Gausselimination for att 16sa uppgiften.

T+2y+az=6 rT+2y+az=6 r+2y+az=6 T+2y+az=6
20 — 2y +4z =2 S —06y+(4—2a)z=-10 & y=1 Sdy=1
3x — 2y + 3az =10 —8y = -8 y+(a—2)z=5 (a—2)z=2

Detta medfor foljande.
Fall 1. a = 2 inga 16sningar.

_ 2 — _ 2a-8
Fall 2. a #2. 2 = =5, y =1, v = T,



