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3)

(a) Determinanten riknas ut och blir —a®—2a%+a = —a(a—1)?. Lésningarna
dra=0ocha=1.

(b) Man kan enkelt visa att vektorerna (1,2,3,4), (1,1,2,3) och (1,1,1,1)
ar linjart oberoende. Detta medfor att om determinanten &r skild fran noll
rangen ér 4 och om determinanten &r lika med noll da &r rangen 3.

(a) Man har F(1) = (2t —a) = —a+2t, F(t) = 2t —a)(t + 1) — t? =
—a+(2—a)t+t3, F(t?) = (2t —a)(t+1)? =2t = —a+ (2 —2a)t+ (4 —a)t?,
vilket ger
—a —a —a
A=12 2—-a 2-2a
0 1 4—a

Da de tva forsta kolonnerna alltid &r linjdrt oberoende och rang(A) =
dim V(A) sa maste rang(A) > 2.
(b) Sarrus regel ger det(A) = —a?(a—2). Om a # 0,2 sa ér det(A) # 0. Det
foljer att A dr inverterbar i detta fall, sa att V(A) = R3 och N(A) = {0}.
Om a = 0 sa &r det(A) = 0, vilket medfor att rang(A) = 2, se ovan. Da
dim V(A) = rang(A) = 2 sa ges en bas for V(A) av tva linjért oberoende
kolonner i A, t.ex. (0,2,0)! och (0,2,1)!, vilka representerar polynomen
2t och 2t + t* resp. Dimensionssatsen ger dim N(4) = 3 —dimV(4) = 1
och man har

x
(,y,2) EN(A) < Aly | =0« (z,y,2) = a(-3,4,-1),a € R.
z

s& att polynomet —3 + 4t — ¢? bildar en bas i N(A).

Pa samma sitt & dimV(A4) = rang(4) = 2 och dimN(A) = 3 —
dimV(A) = 1 da a = 2. En bas bas for V(A) ges av tva oberoende ko-
lonner i A, t.ex (=2,2,0)'" och —2,0,1)! vilka representerar polynomen
—2 + 2t respektive —2 4 t2. Dessutom gller

x
(z,y,2) E N(A) o Aly | =0 (2,y,2) = a(l,-2,1),a € R.
z

s& att polynomet 1 — 2t + ¢? bildar en bas i N(A).

Svar
1 0 - % 3\ /3 0
3 V3 3 IR
1 1 2
0 1f=|355 ¥ ~3|(01 (Yﬁ @>
_9 9 _2\3/5 0 1 0 0 V2 V2



(4) Det &r litt att kontrollera att planet H som spénns upp av vektorerna
(1,1,0,0),(0,1,1,0), (0,0,1,1) ges av ekvationen x1 — xg + 3 — x4 = 0
eftersom vektorerna &r linjiart oberoende och varje vektor uppfyller ekva-
tionen. Normalen till H ges av v = (1,—1,1,—1). Avstandet fran p =
(3,2,—1,2) till H ges av

[(p, )|/l = |3 —2—1—2]/2 =1.

(5) Den karakteristiska ekvationen ger 0 = det(A — AE) = —\3 — 3\2 + 9\ —
5= —(A—1)%(X +5) vilket ger egenviirden 1 med multiplicitet 2 och —5.
Egenvektorerna med egenvirde 1 &r icke-triviala 16sningar till systemet

2 2 -4 z

d.v.s (z,y,2) = s(2,0,1) +t(0,2,1) dér s,t € Roch s% + 2 # 0, Egenvekto-
rerna med egenvirde —5 &r icke-triviala l6sningar till systemet

5 —1 2 x

-1 5 2 y| =0,

2 2 2 z
dvs (z,y,2) = r(—1,—-1,2) dir 0 # r € R. Sétt w3 = (2,0,1), uy =
(0,2,1), us = (=1,—1,2). Da A & symmetrisk sa &r us ortogonal mot
bade u; och uy. Det aterstar att normera u; och us. Gram-Schmidts orto-
gonalisering ger:

U1 1 2 ubh 1

v = — = —(2,0,1), ub=us—{ug,v1)v1 = =(—1,5,2), vy = = —(-1,5,2).
1 |'U,1‘ \/5( ) 2 2 < 2 1> 1 5( ) 2 |u/2| \/%( )
Till slut v = ﬁ = %(—17 —1,2). D& #r vy, ve, v3 egenvektorer till A som

bildar en ON-bas i R3.
(6) Vi anvénder Gausselimination och far
r +y Hz=2 r +y +z=2 T =1
r +2y +2z2=3 & Y +z=1 — Y +z=1
2z +3y +az=0. y 4(a—2)z=0—-4. (a—3)z=b—5.

ot

Ifall a # 3 géller z = 1, y:“a;f'gg, z= Z:
Ifall @ = 3, b # 5 losningar saknas.
Ifall a = 3, b = 5 finns det en familj av 16sningar givenave =1, y = 1—=z

dér z ar ett godtyckligt reellt tal.
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