MATEMATISKA INSTITUTIONEN Tentamensskrivning i

STOCKHOLMS UNIVERSITET Matematik IT Linjar Algebra
Avd. Matematik 7.5 hp
Examinator: A. Sola 29 oktober 2019

Inga hjilpmedel tillatna. Varje uppgift dr viard 5 poidng och 15 poing ger garanterat betyg E.
Motivera alla 16sningar noggrant.

1. a) Vad menas med att en méngd {v1, ..., v,} av vektorer i ett komplext vektorrum &r linjart oberoende?
b) Avgor huruvida
0 -1 —141
—1 1 1—2
W= -5 ’ ) ’ 142
1 1414 2

utgdr en linjirt oberoende mingd i C*. Beréikna &ven dim (span(W)).
Losningsforslag:
a) Se kursboken avsnitt 1.5 for en definition.

b) Vi observerar forst att

-1 —1+i

‘ 1 1—i
(1—13) j 1+
14 2

Eftersom den tredje av de givna vektorerna dr en multipel av den andra dr siledes mdangden W lingdrt
beroende.

De firsta tvd vektorerna inte multiplar av varandra och séledes dr

0 -1
. —i 1
LS T I N
1 14

linjart oberoende, och eftersom span(W) = span(W') utgér vektorerna i W' en bas for span(W)..
Saledes dr dim(span(W)) = 2.

2. Betrakta C3 utrustat med inre produkten (-,-): C3 x C* — C definierad genom
(,y) = 2151 + 4322 + 2373.

(a) Ange en ortonormal bas fér C? relativt denna inre produkt.

1
(b) Bestam ortogonala komplementet till delrummet U = span -1
0

Losningsforslag:

a) Notera att mangden

1 0 0
B= o, 1 ].[o
0 0 1



utgor en ortogonal bas for C3 relativt den givna inre produkten. Vidare har vi

1 1
0 = 0 =1
0 0

medan

0 0 0
1 :< 11,11 >:4.
0 0 0

En ortonormal bas for den givna inre produkten pa C> ges alltsi av

1 0 0
B = ol.1 5 1].[o
0 0 1

b) Per definition bestdr ortogonala komplementet till U av samtliga vektorer v € C3 som uppfyller

V1 1
< V2 s -1 > =0.
V3 0

Detta ger villkoret att v € UL precis nér
v1 + 4vy = 0.

Observera att vi har anvinder den givna inre produkten och inte den euklidiska inre produkten. Detta
underbestdmda ekvationssystem har l6sningsmdngd bestiende av vektorer pd formen

—4 0
s 1 +t|l 0 |, steC.
0 1
Saledes har vi
—4 0
Ut = span 1 ,1 0O
0 1

. Lat P3(R) beteckna vektorrummet av reella polynom av grad hogst tre . Betrakta den linjara avbild-
ningen
T: P3(R) — P3(R), p—p” +22%".

Bestam baser for nollrummet A/(T) och bildrummet R(T) samt ange avbildningens rang.
Losningsforslag:

Standardbasen for P dr
B = {1,z,2% 2%}.

Vi underséker hur den givna avbildningen verkar pd basvektorerna i B. Vi har

T(1)=0, T(x)=0, T(z*) =4a?

samt
T(z%) = 6+ 122°.
Stéller vi upp koordinaterna for T(1),...,T(z3) som kolonner i en matris far vi
0 00 6
000 O
Tlz=110 04 o0
0 0 0 12

Dé denna matris dr diagonal kan vi genast avlisa att rang(T) = 2. Vidare utgor {1,x} en bas for N(T)
medan {22, 1 + 223} utgor en bas for R(T).



4. Bestam samtliga singuléra virden till matrisen

10
A=1 0 1
2 2
Ange en singularvirdesuppdelning for matrisen A.
Losningsforslag:
Vi stiller forst upp matrisen
10
1 0 2 5 4
AA = ( ) 01 | = ( ) |
0 1 2 9 9 4 5

Den symmetriska matrisen till hoger har karaktdristiskt polynom
p(A) =X =100 +9=(\—-1)(A—9),

vilket betyder att matrisens egenvdirden dr \y =9 samt Ao = 1. Detta ger oss de singulira vardena till
den ursprungliga matrisen: o1 = 3 och o9 = 1. Vi bildar sedan

M=

OO W
o = O

Vi bestammer egenvektorer svarande mot dessa egenvirden pa sedvanligt sdtt. Efter normering fds

s 5(1) = ()

och vi kan nu stdlla upp matrisen

Direfter beriknas

1
1 1
uy=—Avy=——=| 1
L= A 372 .
samt
1
1 1
g = —Avg = — | -1
2= A NG .
Nu séker vi en vektor us som uppfyller u; L us och us L us, samt ||us|| = 1. Ett sddant val ges av
1 —2
us = g —2
1

Stdller vi ddrefter upp w1, us,us som kolonner i matrisen U har vi fitt singuldrvirdesuppdelningen
A=UXV*.

5. Betrakta vektorrummet P»(R) bestdende av reella polynom av grad hogst tva utrustat med inre pro-
dukten

(9 q) = / p(@)a(@)a(1 - )da.



Bestéim en ortonormal bas for Py(R?) relativt denna inre produkt.
Losningsforslag:

Vi utgar fran standardbasen {1,z,2} och anvinder Gram-Schmidts metod for att finna en ortonormal
bas. Sdtt forst vi = 1 och berdkna

1

1

fonlP = [ a1~ o)z = 5.
0

Vi har dirmed funnit en forsta normerad basvektor i by = /6.

Vi berdknar i ndsta steg

(w,v1) /1 9 1
Vg =T — vy=2—6 (1 —x)de =2 — =.
[[vaI? 0 2

Normen av V2 ges av

Slutligen sdtter vi

2
2 (=% v) (2, v2)
V3 =T — v —
[[o1]|? [[v2]?

V2
och far efter berdkning av integralerna att

v3:x2—m+g.

Nu dterstar att berdkna normen 1

2100°
En ortonormal bas for Ps ges nu av {b1, by, b3} = {+/6,v/120(x — 1/2),+/2100(2% — x + 1/5)}.

[vs||* =

6. Definiera begreppen normal matris och sjélvadjungerad matris. Visa att for en godtycklig komplex
matris A, ej nddvindigtvis kvadratisk, sa &r matrisen A* A sjdlvadjungerad. Visa vidare att egenvirdena
till A*A &r icke-negativa.

Losningsforslag:
Se kursbokens kapitel 6 for dessa bevis.

Skrivningsaterldmning dger rum fredagen 8 november kl. 10:30 utanfér sal 15, hus 5.
Dérefter kan skrivningen himtas pa studentexpeditionen i rum 204.



