MATEMATISKA INSTITUTIONEN Tentamensskrivning i

STOCKHOLMS UNIVERSITET Matematik II Linjar Algebra
Avd. Matematik 7.5 hp
Examinator: A. Sola 22 april 2020

Varje uppgift dr vird 5 poing och 15 poidng ger garanterat betyg E. Motivera alla 16sningar
noggrant.

Kursliteratur och egna anteckningar ér tillatna hjdlpmedel. Det &r inte tillatet att kommuni-
cera med andra om uppgifterna eller att ta hjilp med att 16sa dem.

1. Betrakta vektorrummet M 3(C) av komplexa 2 x 3-matriser med matrisaddition och multiplikation
av matriser med komplexa skaldrer. Bestdm den komplexa dimensionen for vektorrummet M, 5(C).
Bestdm vidare den komplexa dimensionen for delrummet

W 17 1 2 92 2 39 3 19 3
=Pl g 2 3 )0\2 2 2 )'\l2 4 4)\2 45

Lo6sningsforslag:
Standardbasen for My 3 dr innehdller 6 element, och sdledes dr dim(Ma3) = 6.

Enligt definitionen av W har vi dim W < 4. Vi underséker nu huruvida de givna matriserna dr linjdrt
oberoende. Detta gor vi genom att underséka lésningsmdangden till

1 7 1 2 2 2 3 9 3 19 3
a(o 2 3)“’(2 2 2)“(2 1 4>+d(2 4 5)‘0'
Det motsvarande ekvationssystemet har endast den triviala losningen, varfor de givna matriserna ar

linjdrt oberoende. Sdledes dr dim W = 4.

2. Betrakta den linjara avbildningen
Ti PyR) > PaR), T =p(0)+ [ 19" (1.
0

Bestém matrisen for denna avbildning relativt basen B = {1+ z, —1 + x,22°}. Vad har T for rang?
Ar T en inverterbar avbildning?

Losningsforslag: Vi borjar med att underséka T':s verkan pa basvektorerna. Vi har

T(1+x):1+/ t-0dt =1
0

T(-1+z)=—1 +/ 0dt = —1
0

samt - -
T(22%) =0 +/ t-4dt = 4/ tdt = [2t%]F = 222,
0 0

Vi ser vidare att
1 -1 )
1= 5(1—1-%)—&—*2 (=1+2)4+0-22

samt 1 1
-1= 7(1+gc)+5(—1+ac)+0~29[;2



medan
202 =0-(1+2)+0- (1 —x)+1-2z2%

Vi kan nu lisa av koordinaterna for T(1+x), T(1 —x) och T(2z?%) i basen B och stilla upp den sékta

matrisen for T. Vi erhaller

1 1
2 —2 0
0

0

N
W

|
N|—=
O o=

1

Vi ser nu att férsta och andra raden i matrisen [T)5 dr multiplar av varandra, medan tredje raden inte

dr en multipel av den férsta. Siledes har matrisen rang lika med 2. Eftersom matrisen [T)5 alltsd inte
har full rang dr avbildningen T ej inverterbar.

. Lat V vara ett reellt vektorrum.

(a) Definiera begreppen egenvirde och egenvektor till en linjir avbildning 7: V' — V.

(b) Ge ett exempel pa en linjar avbildning pa ett vektorrum av dimension minst 2 saddan att T har
precis ett egenvirde och precis en egenvektor.

(c) Ar T: V — V diagonaliserbar om och endast om T har precis ett egenviirde med 1-dimensionellt
egenrum?

(d) Ar T: V — V diagonaliserbar om och endast om T har dim V' distinkta egenviirden?
Losningsforslag:
a) Se kursboken for definitioner.

b) En méjlig sadan avbildning ges av multiplikation av vektorer i R? med matrisen

1 1

0 1)
¢) Om dimensionen for V dr storre an 1 dr T inte diagonaliserbar under dessa forutsdttningar, se b)
ovan. Svaret dr alltsd nej.

d) Identitetsavbildningen har alltid exakt ett egenvirde, ndmligen A = 1, men dar diagonaliserbar. Svaret
ar alltsa nej.

. Bestdm en singuldrvirdesuppdelning till matrisen

-1 2 -1

1 2 1 '
Losningsforslag: Lat oss beteckna den givna matrisen med A. Vi har dd

-1 1 2 0 2
A*A = 2 2 ( _11 g _11 ) = 8 0
-1 1 0 2

N O

Matrisen lingst till héger dr symmetrisk och har egenvirdena Ay = 8, Ay = 4 och A3 = 0. Detta ger
oss tvd positiva singulira virden, ndmligen o1 = 2v/2 och o9 = 2 samt matrisen

SEEH!

Vi ser genast att (0,1,0)7 dr en normerad egenvektor till A* A hérande till \y. Pd sedvanligt sétt be-
stammer vi sedan en egenvektor hérande till \o. En normerad sadan egenvektor ges av (1/+/2,0,1/y/2)T.
Genom att ligga till (—1/v/2,0,1/v/2)T far vi sedan en ortonormal bas for R och ddrmed matrisen

0o L _— L1
V2 V2
V= 1 0 0
0o L 1
V2 V2



Till slut far vi

1 1
v- (3 )
V2 V2
genom att berdkna u; = U%_Avj.
Vi far slutligen uppdelningen
A=UXV".

. Betrakta vektorrummet P5(R) bestaende av reella polynom av grad hogst tva utrustat med inre pro-
dukten

<n@=pmmmr5£p@m@mm

Ange en ortonormal bas for P»(R) relativt denna inre produkt.
Lo6sningsforslag:
Vi anvinder Gram-Schmidts metod for att konstruera en ON-bas utgdende fran standardbasen {1, z,x%}.

Vi sitter wy = 1 och noterar att |w||®> = 1-1+ fol 1-1de =1+ fol dx = 2. Dirmed dr vy =
enhetsvektor.

1
\/561’1/

Vi satter sedan we = x — (x, %)% Vi har

Sdledes fis wy = x — i. Vi har

mﬁ=mmjuwuwm:1 T_5
0 16 48 24

En andra ortonormal basvektor ges nu av

(Lt
Vg = 5 X 1 .

Slutligen later vi

och

Vi far fran detta

Slutligen berdknar vi

1 ! 4 1 1 1

2 2 2
wall? = — 2 e VA= — 4 — — —
llws]” = 500 /O ( 57 30) 900 ' 100 90



och vi far

. Bestam storsta och minsta vardet for
Q(x,y,2) = 30”4 2wy + 2° + 2°

pa mingden 22 + y? + 22 = 1. Giller Q(x,y,2) > 1 for 2% + y? + 22 = 1?

Losningsforslag: Vi observerar forst att QQ dr en kvadratisk form, som kan beskrivas genom

3 1 0 T
Qr,y,2) = (v,y,2) [ 1 2 0 Yy
0 0 3 z

Matrisen A ovan dr symmetrisk och dr sdledes ortogonalt diagonaliserbar. Under en ortogonal avbild-
ning skickas méngden av punkter som uppfyller x2 +vy> + 22 = 1 pd sig sjilv, varfor det ricker att hitta
storsta och minsta egenvdrdet till A for att bestaimma Qs stérsta och minsta véirde.

Det karaktaristiska polynomet till A dr
pa(X) = A% —8A% 4+ 20\ — 15.

3. Dadarefter tillimpar vi polynomdivision och kvadratkomplettering for att

erhdlla rétterna Ay 3 = g + 75 Notera nu att

Vi gissar forst roten A\q

1

Ns=3(6-VE) > 1 (5-3) =1,

N |

vilket betyder att Q:s minsta vdrde pd den givna mdngden dr stérre an 1. Vi har vidare att Ao =
15+ V5) > 2(5+2) =1 >3, sdatt Ay ger funktionens stirsta virde pd z* + y* + 22 = 1.



