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Examinator: A. Sola 20 augusti 2020

Varje uppgift dr vard 5 poang och 15 poing ger garanterat betyg E. Motivera alla 16sningar
noggrant.

Kursliteratur och egna anteckningar ar tillatna hjidlpmedel. Det &r inte tillatet att kommuni-
cera med andra om uppgifterna eller att ta hjilp med att 16sa dem.

1. Betrakta det reella vektorrummet M; 5(R) bestdende av tva ganger tvamatriser med reella element.
Avgdr huruvida méngden

s={(5 o) () ()

utgdr en bas for Ms o(R) och ange, om det beh6vs, matriser som tillsammans med S bildar en bas.

Losningsforslag: Vi observerar forst att

(35)-(3o)=(5 1)
(3 0)=c2 (o n):

Tva av matriserna © S dr kan alltsa skrivas som linjdrkombinationer av tva andra element ¢ S. Sdledes
utgor S ej en bas for M s.

samt att

Besiktning ger genast vid handen att

(20) e (50)

dr lingirt oberoende. For att erhalla en bas for M o kan vi alltsd ligga till tvad linjdrt oberoende matriser.
Ett majligt val ar
0 1 0 1
< 0 0 > och ( 0 0 > .

2. Betrakta den linjara avbildningen
T: PyR) - B(R), T() =1/(0)+5 | 5" (B
0

Bestdm matrisen for denna avbildning relativt basen B = {1 + z,1 — x,2%}. Vad har T fér rang? Ar
T en inverterbar avbildning?

Loésningsforslag:

Observera att T(1) = 0 vilket betyder att T har icketrivialt nollrum och dar med ej dr inverterbar.

Vi har

T —2)=1=2



1
T(1+x):71:f§(1+x+17m)

T(?) =2 = (1 +2) - (1)

2 2
och far nu, genom att stilla upp koordinaterna relativt B som kolonner, matrisen
1 -1 1
-1 -1 -1
0o 0 0

De férsta tvd raderna i matrisen dr inte multiplar av varandra vilket betyder att matrisen, och ddrmed
avbildningen T, har rang lika med 2.

. Bestdm samtliga egenvérden och egenvektorer till matrisen
0
0

1 1
0 1
0 0 17

—_

Ar matrisen diagonaliserbar?

Losningsforslag:

Eftersom den givna matrisen dr évertrianguldr kan vi genast lisa av egenvirdena fran diagonalen: vi
far alltsa egenvirdena \y = 1 med multiplicitet tva samt Ao med multiplicitet 1.

Vi underséker egenrummet horande till egenvdrdet A1. Vi betecknar den givna matrisen med A och
noterar att koefficientmatrisen i systemet (A —D)a =0 dr

01 0
00 O
0 0 16

Vi kan ldsa av att demna koefficientmatris har rang 2, vilket betyder att dess nollrum har dimension 1
enligt dimensionssatsen. Sdledes dr egenrummet Ey, = span{(1,0,0)T} endimensionellt, vilket betyder
att A &j dar diagonaliserbar.

For att bestimma egenvektorer hirande till egenvdrdet Ay undersoker vi (A — 170)x = 0, vilket ger oss
koefficientmatrisen

-16 1 0
0 -16 O
0 0 0

och dirmed fés att Ey, = span{(0,0,1)7}.

. Betrakta R? utrustat med den vanliga euklidiska inre produkten. Bestdm en ortonormal bas for R? dar
minst en av vektorerna

1 1
7 och i
O \/5

ingar. Kan en ortonormal bas innehalla bada vektorerna?

Losningsforslag:

Om B dr en ortonormal bas for R? kan B inte innehdlla bigge vektorerna, dd dessa har inre produkten
1/2 och sédledes ej dr ortogonala.

Bada vektorerna dr dock enhetsvektorer, sa en ON-bas fas genom att ligga till tvd ortogonala enhets-
vektorer. Ett majligt val av bas dr

1 1

% % 0
VR B el R
0 0 1



5. Bestdm en singularvirdesuppdelning till matrisen

(1 2 0>
21 0 )°
Lo6sningsforslag:
Vi har
<1 2 o)T<1 2 0)_ igg
2 1 0 2 10 00 0

och matrisen till higer har karaktdristiska polynomet p(A) = A(A2=10A+9) = A(A—1)()\). De nollskilda
egenvdrdena dar alltsé Ay =9 och Ao = 1 vilket ger de singuldra virdena 01 = 3 och 02 = 1 och matrisen

3 00
Z_(0 1 0)'

5 4 0
4 5 0
0 0 0

Vi bestammer egenvektorer till

pd sedvanligt sétt och far de normerade egenvektorerna vy = (==, = 0)7, vy = (%, f%,O)T, vg =
(0,0,1). Till slut fas

fi 120 f(i L)T h fi
’U,l—a_l 2 1 0 v = \/57\/5 oc Ug—o_l

Dessa vektorer tar vi nu som kolonner i matriserna U och V.
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6. (a) Lat V4 och Vs vara tva reella vektorrum. Vad menas med att V5 och V5 &r isomorfa?
(b) Lat M 2(R) beteckna vektorrummet av tva ganger tva -matriser med reella element och 1at P, (R)
beteckna vektorrummet av polynom med reella koefficienter och grad hogst n. Bestdm ett virde pa
det naturliga talet n for vilket Mj 2(R) och P,(R) &r isomorfa. Ange &ven en linjér avbildning som
realiserar denna isomorfi.
Losningsforslag:

Se kursboken for begreppet isomorfi. Bide M3 2(R) och P3(R) har dimension 4 och dr sdledes isomorfa.
En konkret isomorfi dar den linjdra utvidgningen av avbildningen

T: My5(R) = P3(R), E;4;—2?, j=0,1,2,3

w3 0)m (5 4) e (1) m(20)



