Losningsforslag till Matematik [I-Linjar algebra den 26 oktober 2020

1. Lat W vara det delrum av Py = {pg + p12 + pox® + p3a® + psa* : p; € R,i = 0,1,2, 3,4} som
spanns upp av vektorerna

v = 1+2x+12+3x4,v2 = 7172x2+x372x4,v3 = 2+x74x2+3x4,v4 = —1+4z+z>—2*

Bestdm dimensionen fér W. Ange en bas for W.

Losningsforslag: Vi undersoker forst huruvida de givna polynomen &r linjart oberoende.
Detta gor vi genom att undersoka skvationen

a1v1 + Qv 4+ azvg + agvy = 0.
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Eftersom 1, z, 22, 23, z* ar linjir oberoende far vi det linjira ekvationssystem

1 -1 2 -1

2 0 1 1 1

1 =2 —4 o |]|*|=o0

0 1 0 1 &3

3 —2 3 —1) \™

Genom Gauss elimination far vi

1 -1 2 —1]0 1 -1 2 —11]o0
2 0 1 110 0 1 0 1 |0
1 =2 -4 0|0 |[~|0 0o 1 —1/3]|0
0 1 0 110 0 0 0 0 |0
3 -2 3 —110 0 0 0 0 |0

Alltsa finns det en nollskild 16sning for oy, ¢ = 1,2,3,4. Da &r vy, ve, vs, v4 linjart beroende.
Fran matrisen ovan inser vi att forsta tre kolonnerna ar linjart oberoende, vilket innebér att
v1, U2, v3 ar linjart oberoende och utgor en bas for W och dimension av W ar 3.

2. Lat H = {z € R*: 21 + x5 + 3 + x4 = 0} vara ett hyperplan i R? och lat T': R* — R* ges
av spegling i H. Bestdm samtliga egenvirden och egenvektorer for 7. Ar T diagonaliserbar?
Léosningsforslag:

Eftersom T &n en spegling i H och H &r otorgonal mot v = (1,1,1,1)* da T'(v) = —v. Alltsa
ar —1 ett egenviirde och v = (1,1,1,1)! det hérande egenvektor. Vidare vet vi att T'(u) = u
for alla u € H. Per definition &r 1 ett egenvarde. Loser vi ekvationen 1 + 2o + 23+ 24 =0

far vi
-1 -1 -1
T = 1 o+ 0 B+ 0 v for alla o, 5,7 € R
0 1 0
0 0 1

Da far vi tre linjar oberoende egenvektorer horande egenvardet 1:

-1 —1 1

Ui , U2 , U3

S O =
O = O
»—\OO'

Den linjara avbildningen 7" &r diagonaliserbar enligt testet for diagonalisering.

3. Lat T vara en linjir avbildning pa Masyxs som definieras genom T(X) = A*X + X A, dar

A= (_01 ;) Ange matrisen for T' i standardbasen for Myyo. Bestam N (T). Ar matrisek-

vationen T'(X) = @ entydigt 16sbar for alla Q € Mayo?



Losningsforslag: Vi raknar forst bilderna till basvektorerna E11, F12, Ea1, Fao:

T(En) = (_01 ;>* (é 8) + ((1) O> ( O1 2) <0 8> + (8 (1)> = F12 + Eoy;
rea= (4 3 (0 )0 (5 =09 (1 :
re= (203 (0 0) (o) (5 2)=(5 8)+
rea- (00 000 0 D= )

Matrisen for T' i E11, E12, Fo1, Eoy A &r

> 1+ 2E21 + Eg;
0
2

+ (_1 ) = —E12 — Eo1 + 4FE9.

0 -1 -1 O
1 2 0 -1
A= 1 0 2 -1
0 1 1 4

Nésta bestdmmer vi M (T) genom att rdkna determinanten av A

0 -1 -1 0 0 -1 -1 0

“1 -1 0
12 0 -1 |12 0 -1 “1 -1
W=l 0 2 T 2 2 o7 [} 2 2“4‘—2 2’_167&0
001 1 4| o 1 1 4

vilket innebér att (7)) = {0}. det innebar att T &ar injektiv s& T(X) = @ har en entydig
16sning.
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i 5)
A = @S dar Q ar en ortogonal matris och S ar en symmetrisk matris med positiva egenvérden.
Visa att alla inverterbara reella matriser A kan entydigt skrivas pa denna form. Ge en
geometrisk tolkning av denna matrisuppdelning.

25 20
20 25

. Ange en singularviardesuppdelning fér matrisen A = ( Skriv vidare A pa formen

Lésningsforslag: Egenvérdena till A*A = ( ) ar A\ = 45, Ay = 5. Sa singulédrvarden

ar o, = 3\/5, oo =+v5. DAY = (3\/5 0 ) Ortonormerade genvektorer horande A\ = 45

0 V5
.. . . 1 -1 ..
och A\ =5 dr vy = %(17 1)t respektive vo = %(—Ll)t, vilket ger V = % (1 1 > Satt
up = 3 fAvl och ug = \/EA’UQ far viU = \/% (; 13). Sa singularvardesuppdelning for A
ar .
L (1 =3\ (3v6 0\ 1 (1 -1
A=UxV'= — — .
vvi= 5 )V )l )
2 -1
. o t t + . o t_ 1 . .
Vidare A = UXV* = (UVH)(VEV") dar Q = UV = 7 (1 9 > r en ortogonal matris och
Q S
S=V2Vt=+5 G ;) som dr symmetrisk och har egenvéirde som 3v/5 > 0 och v/5 > 0.

Beviset for allménna inverterbara matriser fas pa samma sétt. Se kursboken for detaljer.
Denna uppdelning separerar rotationer som enbart ligger i () fran skalning i S vars egenvérden
ar skalningsfaktorer (t ex principala axlar av ellipsoider).

. Bestém den adjungerade operatorn till T pa C? relativt standardinreprodukten genom
T((Zl, 22, 2’3)) = (222 + iZg, izl, ZQ).

Ar T normal? Ar T sjilvadjungerad?

= —F11 + 2F15 + Faa;



Léosningsforslag: Vi far fram T* genom matrisen i standardbasen B. Da

0 —i
— [Tp=A"=|2 0
0

0 2
A=[Tz=|i 0
0 1 —1

O O =

0
1 ==
0

T*((Zl7 22, 23)) = (—i227 221 + 23, —izl).
Avbildningen T &r varken sjélvadjungerad eller normal eftersom A # A* och elementet pa
(1,1) i matrisen A*A dr 1 och i AA* &r 5.
. Antag att V ar ett vektorrum 6ver F'. Vad menas med en inre produkt pa V7 Visa att
(z,y) = m1y1 + 2m2y1 + 2712 + 5T2y2 + T3Yy3
ar en inre produkt pd R3. Berdkna det stérsta och minsta virdet av
q(z) = 2% + da 29 + 523 + 23

dd 22 + 22 + 22 = 1.
Losningsforslag: Se definition i boken. Lat x = (z1, 72, 73)%, y = (y1,y2,y3)".
(i) Visa att (z,y) = (y,z) for alla z,y. Notera att

T

1 2 0
(z,y) = 191 + 222y1 + 221y + BToys + 23y3 = (w1,72,23) |2 5 0| |22 | =2'Ay
0 0 1 T3

A och At=A

och 2t Ay = (2' Ay)t = y' Atz = y* Az & (x,y) = (y,x) for alla x,y.

(i) Axiomet (az,y) = afx,y) for alla x,y och alla o € R foljer av att ax,y) = (ax)!Ay =
axt Ay = (z,y).

(iii) Vi ska nu visa att (z,z) > 0 for alla 2 och (z,x2) = 0 endast om =z = 0. Notera att
q(x) = (z,z) = ' Az ir en kvadratisk form. Det kan ortogonalt diagonaliseras dvs det finns
en ortogonal matris @) sa att

() = 2 Az = My? + Aoyl + Aay?

dirz = Qyoch \; =3+V8 > X =3 > )3 =3—+8 > 0 ér egenviirden till A. Sa
q(z) > 0 for alla x. Antag nu ¢(x) = 0. Da & summan av icke-negativa tal=0. Det innebér
att MyF =i =A3ys =0 =1yl =y3=93=0. = y=0= 2 =0.

Da é&r funktionen ( , ) en inre produkt.

Till sist max|z=1 ¢(x) = A1 = 3 + V/8 och ming =1 ¢(z) = A1 =3 — V8.



