Losningsforslag till Matematik II-Linjar algebra den 25/11 2020

1. (a) Lat Q[v/2] beteckna méngden av alla tal av typen a+b+v/2, dir a och b ir rationella
tal. Visa att, med de naturliga definitionerna av addition och skaldr multiplikation,
Q[v2] ar ett vektorrum éver Q. Bestdm dimension av Q[v/2]. Ange en bas.

(b) Ar W = {A € M,xp, : tr(A) = 0} ett delrumm till M,,y,,?

Lisningsforslag. (a) Med definition direkt: Forst visar vi att Q[v/2] #r sluten under
addition och multiplikation. Detta foljer av att, for Va, b, c,d € Q,

(a+bV2) + (c+dV2) = (et + (c\tc/l)\/i € Q[v2]
€Q €Q

och

(a+bV2) - (c+ dv2) = (ac + 2bd) + (ad + bc)V2 € Q[V2).

€Q €Q

Addition &r kommutativ och associativ pa Q[v/2] eftersom den #r R.

Existens av identitet 0 for addition foljs av 0 = 0 + 0v2 € Q[ﬂ]

Inversen av a + by/2 #ir —(a + bv/2) eftersom —(a + bv/2) = —a + (—b)v/2 € Q[v2].
For varje a + bv/2 € Q[v/2] har vi 1 (a + bv/2) = a + bV/2.

For varje o, 8 € Q och a + bv/2, ¢+ dv2 € Q[v2] giller att

a-((a+bV2) + (c+dV?2)) = ala + bV2) + ala + bV?2)
och
(a+8)-(a+bvV2)=a-(a+bV2)+ 3 (a+bV2)

da multiplikation &r kommutativ och associativ pa Q[\/?] eftersom den ar kommu-
tativ och associativ pa ar R.

Vi har bevisat att Q[v/2] &r ett vektorrum &ver Q.
Det #r litt att inse att 1, /2 #r linjirt oberoende eftersom for a, 3 € Q

a1+8-v2=0
medfor att o = 8 = 0 och alla vektorer i Q[v/2] kan skrivas pa formen a + bv/2 med
a,b rationella sa {1, /2} utgér en bas for Q[v/2] och dimension av Q[v/2] &r 2.

Ett annat alternativ dr att betrakta Q[v/2] som en delmingd av vektorrummet R. Vi
har bevisat att att Q[v/2] dr sluten under addition och multiplikation. Dd dr Q[v/2]
ett delrum till R. Sdledes dr Q[v/2] ett vektorrum.

(b) Ja eftersom for godtyckliga vektorer A, B € W géller tr(A) = 0 och tr(B) = 0,

= tr(aA+5B) = tr(ad)+tr(8B) = atr(A)+ptr(B) =0, Vo, 8 € R = aA+B € W.

2. Betrakta V = C som vektorrummet 6ver R. Definera T : V — V genom T'(z) = Z,
dar z ar z:s komplexa konjugate. Visa att 7" &r linjar. Bestdm dim(V'). Betrakta
vidare V = C vara vektorrummet 6ver C. Bestdm dim(V). Ar avblidningen T} pa
V genom T1(z) = Z linjar?



Lésningsforslag. For godtyckliga reella tal oy, s och godtyckliga z1, 29 € V har vi
enligt raknereglerna for komplexa tal och definition dfér T°

T(a121 + ag22) = 121 + zg = @121 + QaZo = 121 + aZe = T'(z1) + T'(22)

sa T ar en linjar avbildning pa V 6ver R.

Eftersom for ag, a0 € R a1l + agi = 0 medfoér att oy = ao = 0 och alla vektorer i
V kan skrivas pa formen « + iff dir o, € V ar 1,4 utgor {1,i} en bas for V och
dim(V) = 2.

Om V = C ar ett vektorrum 6ver C, ar 77 inte linjar eftersom

Ti(az) =az=az#Ti(z)aecC

. Lat W vara det delrum av Py = {po+p1x+pex®+p3x®+psz* : p; €R,i =0,1,2,3,4}
som spanns upp av vektorerna

v = 14224224324, vy = —1-22%+23—22%, v3 = 2+4+2—422+32%, v4 = —1+a+23—2?.
Bestam W+ relativt inre produkten
(P, q) = pogo + P1q1 + P2q2 + P3q3 + paqa, for p,q € Py.
Lésningsforslag. For varje vektor p = po + p1a + pax? + paa® + pyat € W giller att
(vi,p) =0, i=1,2,3,4,

vilket ar ekvivalent med

1 2 1 0 3\ (P
10 -2 1 2| ™
2 1 -4 0 3 |[P2|7O
11 0 1 —-1) |\
D4
Genom Gauss elimination far vi
1 2 1 0 310 12 1 0 0
10 -2 1 —2/0 01 2 0 110
2 1 40 3|0l oo 51 -1]0
11 0 1 =110 00 0 0 010

Satt p3 = 5s,pg = 5t. Daps =s—t, p1 = —2s — 3t, pg = 3s — &t —

Po 3 -8
P1 -2 -3
p2 | = 1 |s+|—-1]c¢t.
P3 5 0
D4 0 5
Det ger en bas for Wt w, = 3—20+ 224522 wy = —-8—3z — 22+ 2t =

W+ = span{wy,ws}.



4. Bestam samtliga egenvérden och egenvektorer till den linjara avbildning 7" pa ett n-
dimensionellt vektorum V' genom T'(e;) = e;j+1 for i = 1,...,n—1 och T'(e,,) = €1 dér
B ={eq,...,e,} drenbas for V. Lat A = [T]|p och 1at p(z) = co+crz+- - -+cp12™ !
vara ett polynom. Beridkna determinanten till matrisen p(A). (Att gora n = 5 ger
delpoéng.)

Lésningsforslag.. Det ar latt att fa matrisen
0 0
10

S =

A=
00 --- 10

Vi beraknar determinanten genom Laplace utveckling enligt rad 1:

A0 0 -1 A0 0 0 -1 X 0 0

1 X -~ 0 0 -1 X -~ 0 0 0 -1 A 0

0 O -1 A 0 O -1 A 0 O 0 -1
nxn (n—1)x(n—1) (n=1)x(n—1)

=\ Anfl + (_1)n+2(_1)n71 _ )\n —1.

Sa egenvarden ar rotterna till den binomiska ekvationen A" = 1: Ay = wﬁ, k =
0,1,....,n — 1 dar w, = e Egenvirden till p(A) ar p(wk), k = 0,1,....,n — 1. Sa
det(A) = [TpZo p(wf)
Eftersom det finns n olika egenvarden finns det n linjar oberoende egenvektorer, dvs,
matrisen A\ — A har rang n — 1. Sa ekvationssystemmet

Av®) = k)

n

(k)

har en parametrig l6sning. Om vi valjer v;"’ = 1 far vi egenvektorer

o®) = (1w w2k, PTURY =0, 0 — 1.

) n n Y n

3 1 2
5. Visa att matrisen A= [ —1 3 2| ar normal. Bestam en unitar matris U sa att
-2 -2 3
A blir diagonaliserad.
0 1 2
Lésningsforslag. Notera att A =313+ H dir H= | -1 0 2| uppfyller H' =
-2 -2 0

—H. Da
A'A = (33 4+ H) (313 + H) = 913+ 3H + 3H' + H'H = 913 — H?,

AA' = 313+ H)(3I3+ H)! =913+ 3H' + 3H + HH' = 9I; — H?.

Det innebir AA" = A'A s& A ir normal. Matrisen kan saledes diagonaliseras med
hjalp av en unitar matris.




Eftersom H! = —H #r 0 ett egenviirde till H goér matrisuppdelningen ovan littare
att berdkna egenvérden. Lat A vara ett egenvard till A. Da géller att A = 3+ dar p
ar egenvirde till H. Det karakteristiska polynomet till H #r u(u? 4+ 9) har rtterna
0,3i, —37 Saledes har A egenvérden 3,3 + 3i,3 — 3i. Motsvarande normaliserade
egenvektorer ar

1 1 1
5(2.-2.1), 5 (-1 =3i,1-3i.4), och (~143i,143i.4),

Sa om vi sdtter

1 4 -1-31 —1+3 3 0 0
U:6 4 1-3¢ 1431 | ochD=|[0 3+3i 0
2 4 4 0 0 3— 31

ar matrisen U initar och U*AU = D.

(a) Vad betyder A € M, «,(R) har rang k7 Hur stort kan k vara?

(b) Vad ar kolonnerna till matriserma U och V' i singularvirdesuppdelning for
A € Myxn(R) med rang k, A = UXV? med avseende pa bildrum och nollrum
till A och A*. Hur ser ¥ ut?

(c) Lat nu {cy,...,cp} C R™ vara en bas for R(A) och {ri,...,m} C R™ vara en
bas for R(A!). Definiera matriserna C' och R genom C = (ci,c2, ..., ;) och
R = (r1,72,...,7;)t. Visa att det finns en inverterbar k x k-matris M s& att

A=CMR.
Lésningsforslag. (a) Se boken.
(b) Notera att
A=UXV" &r ekvivalent med AV = UY

1 0
0 0

och saledes inverterbra.

dar ¥ = ) med ¥ en (k x k)-diagonalmatris singularviarden pa diagonalen

Lat kolonner i U and V vara wuq, ..., u,, respektive vi,...,v,. Da &r uq,..u,, orto-
normerade och det samma for vy, ...,v,. Vi har

- Av; = 0 och Alu; =0 for i > r, dvs,
N(A) =span{v,i1,...,vn}, N(AY) =span{u, 1, ..., Um}

men N(A) = C(A!)* respektive N (A') = C(A)*. S& vy, ..., v, ir en ON-bas for
radrummet och uq, ..., u, ar en ON-bas for kolonnrummet.

- Om vi betraktar A som en linjar avbildning fran radrummet till kolonnrummet
sa innebar Av; = o;u; for ¢ = 1,...,r att matrisrepresentation for A i basen
V1, ..., vy 1 radrummet &r en diagonalmatris i ON-basen uy, ..., u, (i kolonnrum-
met).

(¢) Om {c1,...,cx} och {r1,...,ri} fas fran SVD da ar M = X; vilket f6ljer av att

1 0

A:(U1,U2)<O 0

) (Vi, Vo)t = Uh 2 Vf

med Uy = (c1,...,¢;) och Vi = (11, ..., k).



Vi vet att det finns en inverterbar (kxk)-matris P sadan att (u1, ..., ux) = (c1, ..., cx) P
—_—
Ui

och det finns en inverterbar (kx)k-matris @ sadan att (vy,...,vx) = (71, ...,7%)Q. Da
—_——

Vi
galler

A=U$1V} = CPE(RQ)' = C (PX1QY R.
M

Matrisen M = PY1Q! ér inverterbar eftersom matriserna P, Q och Sigma; &r
inverterbara.



