Losningsforslag till Matematik II-Linjar algebra den 22/03 2021

Observera att alla har liknande uppgifter men inte identiska.

1. (i) Det ricker att visa att médngden M ett delrum, dvs den &r sluten under addition och
multiplikation med skaldr. Tag godtyckliga tva vektorer A, B € My och ett godtyckligt reellt
tal a. Da galler att

tr(A+ B) =tr(A) +tr(B)=0+0=0= A+ B € M,

och
tr(ad) = atr(A) =a-0=0= ad € M

enligt rdknereglerna for matriser och definitionen av spar. Notera att kontroll av att nollvek-
torn ligger i My foljer av o = 0. Det visar att My ar ett delrum till M, «,,(R) sa ar My ett
vektorrum.

(ii) Delméngden W &r inte ett delrum eftersom spar av nollvektorn har spar 0 # 1.
2. (i) Att T &r en linjar avbildning foljer av
T(aX + BY) = A(aX + BY)A + (aX + BY) = A (aX)A + A (BY)A + aX + BY
= a(A'XA+ X))+ BAYA+Y) = aT(X) + BT(Y), VX,V € Mayo(R), Vo, B € R

(ii) Matrisen for T &r
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som fas genom berdkning av basbilderna
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(iii) Matrisen [T]g &r en trianguldr matris med nollskilda diagonalelementen sa &r den in-

8 8) } och bildrummet har dimension 4 enligt
dimensionssatsen. Saledes dr May2(R) bildrummet.

verterbar. Det medfor att nollrummet ar { (

3. Notera att matrisen A och matrisen A + bk har samma struktur. Sa det racker att berdkna
det karakteristiska polynomet till matrisen pa formen
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Sa vi far xp(s) = det(sI — B) = s* + azs® + aas? + a1s + ag, vilket ger
xa(s) = det(sI — A) = s* + 35> — 25 — 25 + 4,

Xatok(s) = det(s — (A +bk)) = s* + (3 — k3)s® — (2 4+ ka)s* — (2 + k1)s + (4 — ko).

Det dr mojligt att hitta entydig 16sning till k£ sa att A + bk har de givna egenvérden. Det
gors genom att jamfora koefficienterna mellan polynomen y 444x(s) och

pa(s) = (s —=2)(s +2)(s — (1 +2i))(s — (1 — 2i)) = s* — 25 + 5% + 85— 20

dvs 3 —ky=—1, —(24+ ko) =0, —(2+ k1) =8, 4 — ko = —20. Alltsé k = (24,10, —3,5).



4. (i) Fér z,y,z € R* och a € R far vi féljande genom riknereglerna for matriser

o (az,y)q = alr,y)Q

o (x+y,z)Q=(z,2)Q+ U, 2)Q

o (1,9)Q = (zy,2)q
Observera att @ ar en 2 x 2-block diagonalmatris. Det ar latt att inse att @ har positiva
egenvérden (eller ) r positivt definit). Det &r sjélvklart att (x,z)g > 0 f6r alla z. Nu bevisar

vi att (z,z)g = 0 endast om & = 0. Det gors genom diagonalisering av den kvadratiska

former. Vi far
(z,2)q = yi + 3y3 + 25 + 3y3

dar x = T'y med ortogonal matrisen 7T'.
(z,2)Q =06 yi +3y5 +2y5 +3yi &y} =06y =0,i=1,2,3,4

vilket ger x = 0.

(ii) Kalla vektorerna som spinner upp W wy, wq. S& Wt = {v € R*: (w;,v)g = 0,i = 1,2}.
Villkoren (w;, ’U>Q = 0,7 = 1,2 ar ett ekvations system vy + 2vy = 0, 2v; + vo + 2v3 = 0 vars
16sning ar v = (—2s, s, %s,t), Vs,t € R =

—2s —2 0

wt = 98 :s,t € R =span 51, , 0
15 1 0

t 0 1

5. Se Réknedvning 11 - 2021-02-23 (av Erik Lindell) pa https://kurser.math.su.se/enrol/
index.php?7id=996.

6. (i) Tva av dem med avseende pa berdkning dr (a) Az &r linjar kombination av kolonnvektorer
i matrisen A och (b) elementen i Ax &r inre produkter av rad vektorer och .

(ii) Notera att andra kolonn &r forsta kolonn multiplicerad med —1 och den tredje kolonnen
ar forst kolonn multiplicerad med 4. Alltsa dr B = (4,3,4)" och C = (1,—1,4).
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(iii) Beteckna A kolonnvis respektive Bradvis. A= (a1 az -+ an|,B=|" "7
I .
b
Da ar

AB = a1b} + agb - - - + a,bl,.

Vi kan visa att den &r lika med M med elementen m;; = Y ;_; aqrbij. (Gor det!)



