Losningar till tentamen

Matematisk for Naturvetenskaper I,
190117.

l.a) Bade téljare och ndmnare blir noll
da x = 3, vilket enligt faktorsatsen ger
att bada &r delbara med x — 3. En enkel
rikning ger att £24-22—15 = (z—3)(z+5)
och 2 — 9 = (z — 3)(z + 3). Vi far dérfor
att

. ox?42e—-15 . (z—3)(z+5)
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e3x+3 3+3 3
b) Det forenklar att gora variabelbytet x =
t+1,t=x—1. Vifar
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Har har vi anvant standardgransvardena
s —
limwzloch lim & 1:1,
t—0 s—=0 S
dar s = 2¢t.

2. Vi berdknar forst ekvationssystemets
determinant:

1 1 a
a -3 4 |=2a-d.
2 -1 4

Ekvationen 2a — a®> = 0 har nollstillena
a = 0 och a = 2. For alla andra vérden
pa a kommer systemet enligt teorin att ha
en entydig l6sning.

Vi undersoker de tva specialfallen separat:
a = 0. Vi kan skriva systemet pa utvidgad
matrisform pa foljande sitt:

1 1 0 5
0 -3 4 -7 |~
2 -1 4 3

1 1 0 5
0 -3 4 -7 |~
0 -3 4 -7

1 1 0 5

0 -3 4| -7

0 0 O 0
Det framgar av trappformen att systemet
har odndligt manga l6sningar.
a = 2. Vikan skriva systemet pa utvidgad
matrisform pa foljande satt:

1 1 2 5
2 -3 4 -7 |~
2 -1 4 3

1 1 2 5
17 | ~
-7

5
17/5 | ~
7/3

5

17/5
0 —16/15
Har visar den understa raden att systemet
saknar 16sning.
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3. Vi berdknar forst derivatan:
f'(z) =D (2Inz — 5arctanz) =

2 5 2a®-5z+42

z 14+z22 z(l+a2)
Nollstillen till f’ &r alltsd 16sningar till
ekvationen 222 — 52z +2 = 0, dvs z = %
och x = 2, varav endast den forsta ligger

i intervallet. Vi far foljande teckentabell:
1

r = 0 -

f Va —21n2—5arctan% AW

Vi noterar att x = % ar ett globalt maxi-
mum med max-varde —21n2 — 5 arctan %
Daremot antar funktionen inte nagot min-
imum eftersom

lim (2lnz — 5arctanz) = —oo.
x—0+

4. Vi skriver u = AB,v = AC,w = AD.
Eftersom F' dr mittpunkten pa C'D foljer
att AF = %AC + %AD. Detta ger

EF:ZFfZE:%25+%ZE7%ZE
eller
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Pa samma sétt far vi att

GH = A — 4G = %@%E%E,
eller 1 1 1
GH = Eu— iv—l—iw.

For att berikna vinkeln mellan EF och
GH véljer vi for enkelhets skull tetraed-
erns kantlingd som ldngdenhet. Da blir

u-u=v-v=w- -w=1.

Om vi ocksa observerar att vinklarna mel-
lan basvektorerna i samtliga fall &r 7/3, sa
foljer ocksa att
cos = L
U-vV=v-w=w-u= - ==
3 2

Med hjélp av detta kan vi nu berdkna
skalarprodukten mellan EF och GH:

EF.-GH =
ULt LY
2 2 2 2 2 2 o
(—u-u—v-v+w-w+2u-v)=

1 1
-(-1—-1+142-=-)=0.

- 14142-3)

Eftersom skalarprodukten ar lika med noll
sa foljer att vektorerna ar ortogonala och

att vinkeln darfor ar «/2 (90°).
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5. Volymen vid rotation runt z-axeln fas
direkt ur formeln foér rotationsvolym:

Vomr [ (@) do =

/2 6 [1 7} 2 1287

T rdr=m|zx =—.

0 7 lo 7

For att rakna ut volymen vid rotation runt
y-axeln kan vi anvénda cylinderskalsmeto-
den eller den vanliga formeln dér vi byter
plats pa x och y. Den senare metoden ger,

om vi observerar att y = P er= y1/37

8 8
Vy:w/ 22dy—7r/ (y1/3)2dy:
0

0

8 4
32T — Tr[gy5/3]0 =327 — %w = %w.

6.a) Differentialkvationen y' — ey = €*
ar linjdr med integrerande faktor LLF. =
e, vilket ger

et 1 —e” T —e” x

y—ey=e" ey —e
& D (e_exy) = " o
e y=C—e oy=Ce -1
Bivillkoret y(0) = 0 ger nu att

0=y(0)=Ce—1eC=e¢",

dvs

y(x)=e” "' —1.
b) Den karakteristiska ekvationen ar r? +
4r+3 = 0, med rotternar; = —1 och ry =

—3, vilket ger den homogena l6sningen
yn = Cre” " + Che ",

Vi séker nu en partikularlosning till ekva-
tionen y” + 4y’ + 3y = (2 4 x)e” genom
att gora variabelbytet y = ze®. Deriva-
tion ger y' = (2’ + 2)e* och ¢y = (2" +
22" + z)e®. Insatt i ekvationen far vi

(2422 +2)eW4(2 +2)e-3ze"=(z° +x)e”
o (2422 +2)+4(2 +2)+32=2" +z
o2 +62 +82=a"+u.

Denna ekvation kan 16sas genom ansatsen

z = az® + bz + ¢. Derivation ger 2z’ =
2ax + b och 2" = 2a. Insatt i ekvationen
far vi

20+ 6(2ax 4 b) + 8(ax® + br +¢) = 2° + .

Genom att jamfora koefficienter far vi ek-
vationerna 8a = 1,12a+8b = 1,2a + 6b+
8¢ =0, vilket ger a =1/8,b = —1/16,c =
1/64 och dédrmed partikuldrlésningen z =
ba? = ot &

Atergang till den ursprungliga variabeln
y ger alltsa partikulérlésningen

= lxz — ix + 1 e’
O TR
och slutligen den allménna losningen
Y=Y+ Yp =
—x —3z 1 1 1 x
Cie "4 Coe " 4 (§m2 — 1—6x+ @) e’.
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