Losningar till tentamen

Matematisk for Naturvetenskaper I,
190605.

l.a) Bade téljare och ndmnare blir noll
da x = 1, vilket enligt faktorsatsen ger
att bada &r delbara med = — 1. En enkel
rikning ger att 2° —1 = (z—1)(z> + 2z +1)
ochz? —1=(x—1)(z® +2®>+2+1). Vi
far darfor att

2 -1 . (z-1D@E*+z+1)

li =1
2 — 1 e (D) (@Pta?tatl)

oy Ete4l 141413
z—1 342441 1+14+14+1 4
b) MacLaurin-utveckling av sinz = z —
12% + Bi(x)2° och €' = 1+t + By (t)t* =
el =1 + 72 +B3(x)a74 (dar B1, B2, B3 ar
begransade funktioner) ger

(z — sin gr:)(ez2 —-1)

lim =
x—0 JZ5

(e = Bi))a + By(wa?) _
z—0 fad o

. 1 2 2y 1 o 1
ilﬂ%(g—Bl(x)x )Y(1+Bs(z)z”) = 6-1 =5
2. Systemet

211 —X2 77174 771’5: 71,
1 +2x2 —x3 +3rs +OT5= 2,
4x1 +3x2 —2x3 —x4 +3x5= 3,

kan pa utvidgad matrisform skrivas som

2 -1 0o -7 -7 -1
1 2 -1 3 5 2 ~
4 3 -2 -1 3 3

(Byt plats pa rad 1 och 2. Drag sedan tva
ganger den nya rad 1 fran rad tva och fyra
ganger den nya rad 1 fran rad 3.)

1 2 -1 3 5 2
0 -5 2 —-13 17 -5 ~
0 -5 2 —-13 17 -5
( 1 2 -1 3 5 ‘ 2 >
~ 2 13 17 .
01 -5 5 5|1
Vi sétter 3 = 5s,xa = 5t, x5 = bu vilket

ger x2 = 2s — 13t — 17Tu + 1 och 1 =
s+ 11t 4+ 9u. (Det gar naturligtvis ocksa
bra att satta x3 = s,x4 = t, x5 = u, men
da kommer svaret att innehalla brak.)

3. Vi berdknar forst derivatan:
, 1 . 1
f(x)=D (ix —smm) =5 —cosz.

Nollstallen till f' &r alltsd 16sningar till
ekvationen cos = 1, vilket i det givna in-
tervallet ger x = &% Vi far foljande teck-
entabell:

T | -7 -3 3 s
f + 0 — 0 +
fl=3/7 $-F N —2+5/3
Vi noterar att z = —Z ger ett lokalt max-
imum med max-varde ? — % och att, pa
* motsvarande sitt, x = 3 ger ett lokalt

minimum med min-varde 7? + §- Men
ingen av dessa lokala extrempunkter kan
konkurrera med &ndpunkterna: funktio-
nen antar sitt globala max-varde 7/2 i den
hogra &ndpunkten 7 och sitt globala min-
varde —m /21 den vanstra &ndpunkten —m.
Nar det géller konvexiteten noterar vi att
f"(z) = sinz med det enda nollstillet
x = 0 i intervallet. Vi far alltsa foljande
mycket enkla teckentabell:

T - 0 s
f’ - 0 +
f// — 0 —

Funktionen ar alltsa konkav pa [—m,0],
konvex pa [0, 7] samt har en inflexionspunkt
i(0,0).

4. Vi far enligt definitionerna
_ 11— 2— 1 2
fl = EF = ZAB + gAD = 161 + §€2
och
- 1 3 2
f2 G ) G 16 + 362

Ur dessa tva samband kan vi l6sa ut e;
och ez vilket ger
€1 = f . f 2,
e2= 3H 4+ Lfa.



Till sist far vi AC = AB+AD = e1+ey =
(i—f)+@Gh+if)=YA—-35f.

5. Vi berdknar forst de partiella deriva-
torna:

_ of
0= 3y

yfo—afy = 0= (y—w)e 2D =0
dvs z = y. Insittning av ez =y i f, =0
ger 1 —x—2z% = 0, vilket ger rotterna z =
1

5 och —1, och darmed de kritiska punk-

— (1 —a2(l+2+y))e 2@+,
= (1—y(l+z+y)e 2@+,

terna (3,%) och (—1. —1). Vi far funk-
tionsvérdet f(5,3) = 2¢7 14, som alltsa

ar en mojlig kandidat. (—1. — 1) ligger pa
randen och behéver darfor egentligen inte
tas med i detta steg.

Pa randen antar f samma virden som

h(t) = f(v/2cost,/2sint) = (1++/2 cos t+ a

V2sint)e™! = (1 + 2sin(t + F))e” " som
uppenbarligen varierar mellan 3e~! och
—e ! eftersom —1 <sin(t+ Z) < 1.

Det aterstar att jamfora talen 2e~/4, 3¢ 71
och —e~!. Bara —e~! &r negativt, sa det
maste vara globalt minimum. Men vilket
ar storst av 2”4 och 3¢71? Om vi sétter
d=2e"14/3¢e71 = %eg/‘l sé ser vi att

16
81

128
128 4.
T

_ 165
81

d* 2% =

Det fljer att d > 1 och alltsa att 2e~/4 >
3e”!. Vi drar slutsatsen att det globala
maxvirdet ar 2e”1/4,

6.a) Differentialkvationen y' + 2zy = e’

ar linjar med integrerande faktor I.F. =
2

e” , vilket ger

/ —12 zzl zz
Yy +2xy=e Se’y +2zxe” y=1
<:>D(ez2y) =l

emgy =z+C&y= (as—l—C)e*ﬁ.
Bivillkoret y(0) = 1 ger nu att

1=y0)=0+C&C=1,

dvs ,

ylz) = (z+ e " .
b) Den karakteristiska ekvationen #r r? 4
2r +2 = 0, med de komplexa rétterna
r+l = —1 % 4, vilket ger den homogena
I6sningen

yn =€ “(Acosz + Bsinz).

Vi soker nu en partikularlosning till ekva-
tionen 3"’ +2y' 42y = xe® genom att gora
variabelbytet y = ze®. Derivation ger
y = (2" +2)e” och y’ = (2" + 22" + 2)e”.
Insatt i ekvationen far vi

(2" + 22" + 2)e"™+ 2(2' + 2)e"+ 2ze"=xe”

& (2" + 22 + 2422 4 2)+ 22=x
&2 +4 452 =2,

Denna ekvation kan l6sas genom ansatsen
z = ax + b. Derivation ger 2’ = a och
2" = 0. Insatt i ekvationen far vi

4a + 5(ax + b) = .

Genom att jamfora koefficienter ser vi nu
att ba = 1 och 4a + 5b = 0, vilket ger
1/5,b = —4/25 och vi far ddrmed

partikulirlosningen z = %x — 24—5,
Atergang till den ursprungliga variabeln y

ger alltsa partikuldrlosningen

(1,4
Yr=\5" " 25

och slutligen den allménna 16sningen
Y=Yn +Yp =

e . 1 4\ -
e “(Acosz + Bsinz) + (fx— —) e”.
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