Losningar till tentamen

Matematik for Naturvetenskaper I,
191218.

l.a) Bade téljare och ndmnare blir noll
da x = 2, vilket enligt faktorsatsen ger
att bada &r delbara med x — 2. En enkel
polynomdivision ger att z°> — 32 = (z —
2)(z* 4 223 + 42® + 82 4 16) och 2% —4 =
(z — 2)(z + 2). Vi far darfor att

i & 82 _
Py x2—4

(z — 2)(x* 4 22° + 42? + 8z + 16)

=0 @-2@+2)
oozt 4203 + 422 + 82+ 16
lim = 20.
x—2 xT + 2

b) Eftersom In(l + ¢) ~ t sa foljer det
att nimnaren zIn(1 4 2®) #dr av storlek-
sordningen z*. Det bor darfor ricka att
anvanda utvecklingarna In(1 +t) = ¢t +
Bi(t)t> (med t = z®) och ¢! = 14+t +
B(t)t* (med t = z?), dér By och By ér
begransade i nagon omgivning till origo.
Vi far
i )
z—0 zln(1 + x3)
22(1+ 0% + Ba(a®)a*) = 1) _
z—0 x((l + 23 4+ Bi(x3)26) — 1
z* 4 Bo(2?)2®

o—0 x4 + By (23)z7  2—0 1+ By(x3)z3
140 _q
S 1+0

2. Vi berédknar forst ekvationssystemets
determinant:

1
1

2
2 | =a®—7a+10.
1 a
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Ekvationen a? — 7a + 10 = 0 har rotterna
a = 2 och a = 5. For alla andra varden
pa a kommer systemet enligt teorin att ha
en entydig l6sning.

Vi undersoker de tva specialfallen separat:
a = 2. Vikan skriva systemet pa utvidgad
matrisform pa foljande satt:

1 5 2 2
1 2 2 2 ~
1 2 2 2

1 5 2
0 -3 0 ~
0 -3 0

o © O N

1 5 2

0 1 0
Det framgar av trappformen att systemet
har odndligt manga l6sningar.

a = 5. Vikan skriva systemet pa utvidgad
matrisform pa foljande satt:

1 5 2 5
1 5 2 2
1 2 5 2

De tva forsta raderna &ar uppenbarligen
motstridiga, varfor systemet saknar 16sning
i detta fall.

3. Vi borjar med att konstatera att funk-
tionen ar udda. Vi berdknar nu derivatan:

f(x)=D (wSe_ixz) =

ez (3z% — z*).
Nollstillen till f’ &r alltsd 16sningar till
ekvationen 3z2 4= 0, dvs ¢ = +V3
och z = 0, som alla ligger i intervallet. Vi
far foljande teckentabell:

z | =2 -3 0 V3 2
I - +  + -
FlEN-22 0 729 N\ 5
e e
Vi noterar att © = —+/3 ger ett (globalt)
minimum med min-virde —3v/3e~%/2 och
att = /3 ger ett (globalt) maximum
med max-varde 3\/5673/2. Men &aven att
x = —2 ger ett (lokalt) maximum men
maxvirde —8e¢~? och att = 2 ger ett
(lokalt) minimum men minvirde 8e™2
x = 0 ar en stationdr punkt men inte
nagon extrempunkt.
Vi beraknar andraderivatan:

f(@) =

Nollstillen till f” &r alltsd losningar till
ekvationen z° — 72346 = 0, dvs z = 0, &1
och z = ++/6, men endast —1,0, 1 ligger i
intervallet. Vi far f6ljande teckentabell:

—x

ez (° — 72% +6).

T | =2 -1 0 1 2
fl/ + _ + _
fl-5<--L~ - 1~

2 Ve Ve o2

Vi konstaterar att f ar konvex pa in-
tervallen [—2, —1] och [0, 1], samt konkav
pa intervallen [—1,0] och [1,2].
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4.a) Triangeln spanns upp av vektorerna
U = (23 _2a 1) - (1747 2) = (]-a _67 _1)7
a2 = (—1,0,2) — (1,4,2) = (—-2,-4,0).

Arean beriaknas nu som A = %ml X Uql.

el €2 €3
UL XUy = 1 -6 -1
-2 -4 0

Vi far A = 1,/42 + 22 4+ (—16)2 = V69.

b) Volymen berdknas som

= (4,2, -16).

1
V= 6 |det(ﬁ1752563)| )

7 =(1,4,2),02=(2,-2,1),7s=(—1,0,2).

o2 -
62 -2 0 |=-28
4 1 2

dvs V=¢-|—28 =1

5. Arean vid rotation runt z-axeln fas di-
rekt ur formeln for rotationsarea:

A=2r / F@VIF (@) da =

1
27r/ 2*\/1+ (322)2 dz =
0
1
277/ z°v/1 4 9zt dz
0

Denna integral kan t ex berdknas med sub-
stitutionen [t = 1 + 9x*, dt = 3623dx]. Vi
ser att 2®dx = dt/36, vilket ger

10

o T2 .3
A= tdt = — | 2432 =
18 /, Vid 18[3 ]1

27(10x50— 1).

6.a) Differentialkvationen y'(l +x)=1+
y? ar separabel, vilket ger

dy dx / dy / dx
= = =
1+y?2 14z 1442 14+x

& arctany = In(1+z) + C.
Bivillkoret y(0) = 1 ger nu att

arctan 1 = In(14-0)+C < C = arctan1 = %

Genom att ta tangens av bada led far vi
att -
y = tan (ln(l +x)+ Z) .

b) Den karakteristiska ekvationen ar r* —
4r + 4 = 0, med dubbelroten r = 2, vilket
ger den homogena losningen

yn = (Cx + D).

Vi séker nu en partikularlosning till ekva-
tionen 3" —4y’ +4y = 2ze” genom att gora
variabelbytet y = ze®. Derivation ger
y' = (2 +2)e” och 3y = (2" + 22" + 2)e”.
Insatt i ekvationen far vi

(2" 4+ 22"+ 2)e"— 4(2' + 2)e"+ dze"=2xe"
S (2422 +2) A +2)+ 42 =22
&2 -2 4+ 2 =2z,

Denna ekvation kan 16sas genom ansatsen
z = azr + b. Derivation ger 2’ = a och
2" = 0. Insatt i ekvationen far vi

0—2(a) + (ax + b) = 2z.

Genom att jamfora koefficienter far vi ek-
vationerna a = 2, —2a + b = 0, vilket ger
a = 2,b = 4 och dirmed partikularlosningen
z =2z +4.

Atergang till den ursprungliga variabeln
y ger alltsa partikuldrlosningen

Yp = (22 +4) "

och slutligen den allménna l6sningen
Yy=ynt+yp=

(Cz + D)e** + (2z +4) €”.
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