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Losningarna ska vara klart och tydligt skrivna med kortfattade forklaringar som gor din tankegang
latt att folja. Otydlig 16sning kan ge avdrag trots korrekta berdkningar. Institutionens raknare ar

tillatna, men exakta svar forvintas om ej annat &r angivet. Formelsamling ar ej tillaten utéver det

som ges pa detta blad. Totalt 20 poéng ger garanterat betyg E.

1. (7 p.) Anvénd Gausselimination for att bestdmma alla 16sningar till det linjira ekva-

tionssystemet

IL’1—3.I3—|—$4:1,
4I2+ZE3+2Z‘4:4,

x1+x2—x3—x4:2.

Losning: Vi skriver systemet som matris och anvander Gausselimination:
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Hérifran ser vi att det finns odndligt manga l6sningar. Eftersom det finns inget pivot-
element i den fjarde kolumnen, satter vi ¢t = x4. Den tredje raden ger oss da

10
T3 = —t.
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Nar vi satter in detta i den andra raden far vi

Den forsta raden ger da

10 23
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Detta ger den allménna losningen dar ¢ ar ett godtyckligt reellt tal.

2. (7 p.) Lat f(z) = ze ™.

(a) Bestdm definitionsméngden for f.

(b) Finn alla lokala minimi- och maximipunkter till f.

(¢) Berdkna gransvirdet lim, ., f(x).



(d) Skissa grafen av f.

Losning: (a) v/z existerar for alla > 0 och e™® &r definierat for alla reella z. Darfor

bestar definitionsméngden av alla > 0, Dy = {x € R: z > 0}.
(b) Med produktregeln far vi

1 1 1 1
! _ -z - _ - -z _ _— [ = _ —x
f(a:)—z\/ie Ve (2\/5 x)e \/5(2 £E>€ :
Dérfor ar f'(z) = 0 bara om 1/2 —x = 0, vilket betyder # = 1/2. Lokala minimi- och
maximipunkter kan alldeles bara ligger pa x = 1/2 eller pa definitionsméngdens enda
randpunkt z = 0. Vi kan testa genom att berékna virdena f(0) och f(1/2) samt funk-
tionsvérdena pa en godtycklig testpunkt i intervallet (0, 1/2) och en testpunkt i intervallet
(1/2,00):

FO =0 S =g D = =

Man ser enkelt att f(1/2) > f(1/4) och f(1/2) > f(1), vilket implicerar att 1/2 &r en
lokal maximipunkt. Dessutom &r f(z) > 0 {or alla = > 0, vilket ger att x = 0 &r en lokal
minimipunkt.

(¢) Vi kan skriva f(z) = \e/—f och bada téljaren och ndmnaren gar mot oo nér = gar mot
oo. Darfor far vi anvander L’Hopitals regel som ger

1

5= 1
i — lim 22—y .
Jim f(x) = i S = lim o

eftersom /xe” gar mot oo.

(d) ...kan enkelt ritas med datorn.

. (8 p.) Berékna integralerna

1.2 0o
% dz, / e ¥ dx och /8x2(3m3 — 1) da.
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Losning: Vi borjar med
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Andra integralen berdknas som
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Den sista integralen beridknar vi genom substitutionen u = 32® — 1, sa att du = 922dx.
Darfor har vi

8 8
/8372(3353 — 1) dz = 3 /(3x3 — 1)*922 dz = 3 /u2019 du
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4. (4 p.) Bestam alla x for vilka serien 3+ 3(x —4) +3(x —4)>+3(z —4)3+. .. konvergerar.
For vilket x ar seriens varde lika med 207

Losning: Serien ar den geometriska serien med a = 3 och k = x — 4. Denna konvergerar
precis om |z — 4| < 1, vilket ar ekvivalent med

3 < x<h.

For sadana z blir gransvéardet av serien

3 3

1—(x—4) 55—z

Detta liknar 20 om 3 = 20(5 — x) = 100 — 20z, vilket &r ekvivalent med 20x = 97 eller

_ o7
I—20.

5. (6 p.) Bestdm Taylorpolynomet av grad 3 till funktionen f(x) = In(1+ e*) kring zq = 0.
Losning: Derivatorna av f ges av

T

@) = T
e (1+e*)—e*-e” e’
f'(x) = ( —{1 +>ex)2 - (1+ )2’
2(1 2\2 _ o29(] T\ 2 1 — e®
f(x) =S Lre 21+e€x)£ ree Iex(lJreex)g.
Daérifran far vi
fO)=m2,  FO=5 0=y f0)=0

Vi satter in dessa varden i Taylorformeln och far Taylorapproximationen

1 1
f(z)~In2+ 5% + §x2 + 02,

,0), (1,1),(0,1) i planet och bestdm minimum och
+ 2

g

maximum av funktionen f(z,y) =e

Losning: Vi hittar stationara punkter genom att hitta gemensamma nollstallen av

of 242 of _ a??
e (x,y) =e¢ 2x och 3y (x,y) =e¢ 2y.

Ekvationen ¢*t¥’2z = 0 ger = 0 och da blir den andra ekvationen eyQQy = 0, vilket
ger y = 0. Saledes ar (0,0) den enda kritiska punkten, men den ligger inte i triangeln.
Dérfor maste bada minimum och maximum ligga pa randen.

Randen bestar av tre delar. Den forsta sidan beskrivs genom y = 1 och 0 < z < 1. Dar
har funktionen formen g(z) = f(z,1) = e *!. Denna funktion ar viixande for 0 < z < 1,
vilket innebér att den antar sitt minsta och storsta varde pa randpunkterna, d.v.s. for
x = 0 och x =1 (alltsa pa hérnen). Detta ger dem tva punkterna (0,1) och (1,1) som
eventuella extrempunkter.



Samma argumentationen for sidan med x =1 och 0 < y < 1 ger de mgjliga extrempunk-
terna (1,0) och (igen) (1,1).

Sidan som inte &ar parallell till nagon axel beskrivs genom 0 < z < 1 och y =1 — .
Funktionen f har dar formen

21 (12 2_
g(QT) — 7 +(1-z)* _ 623; 2x+1‘

Denna funktion ar inte monoton for 0 < x < 1. Darfor deriverar vi g for att hitta mojliga
minimi- och maximipunkter. Vi har

g(@) = (4w — 2eB 2,

vilket &r noll om 4z —2 =0, d.v.s. om x = 1/2. Dadry =1—1/2 = 1/2 och vi har en
till mojlig extrempunkt.

Vi beraknar nu funktionsvérdena,

f(1,0) =e,

F0,1) =e,

F,1) =¢
F1/2,1/2) =€ = e
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Storsta av virdena ar e® och minsta virdet ar \/e. Dérfor dr e? maximum och /e

minimum av f pa triangeln.



