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Losningarna ska vara klart och tydligt skrivna med kortfattade forklaringar som gor din tankegang
latt att folja. Otydlig 16sning kan ge avdrag trots korrekta berdkningar. Institutionens raknare ar
tillatna, men exakta svar forvintas om ej annat &r angivet. Formelsamling ar ej tillaten utéver det
som ges pa detta blad. Totalt 20 poéng ger garanterat betyg E.

1. (7 p.) Lat f(z) = &2

(a) Bestdm definitionsméngden for f.

(b) Finn alla lokala minimi- och maximipunkter till f.

(¢) Undersok var f &r konvex resp. konkav.
)

(d) Understk om f har nagot globalt maximum.

Losning: (a) Téljare och ndmnare av f &r polynom. Darfor dr f definierad dverallt
utifran taljarens rotter, det betyder utifran x = 4. Definitionsmangden for f ar alltsa
Dy =R\ {4}.

(b)—(c) Derivatan ar

20+ 1)(x —4) — (z 4+ 1)? 2@ —-4)—(z+1) (z+1)(xz—9)

!
pu— pu— 1 =
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Da ser man direkt att f’ har tva nollstdllen, ndmligen —1 och 9. Vi berdknar an-
draderivatan:
() = (—9+a+1)(x—4)°— (x+1)(x—9)2(x—4)

B (w— 4y
2z -8)(x—4) -2+ 1)(x—-9) 50
N (x —4)° CE

Man ser igen direkt att f”(z) ar negativ for x < 4 och positiv {6r = > 4. Déarfor ar f
konkav pa intervallet (—oo,4) och konvex pa (4,00). Sérskilt har f ett lokalt maximum
ix = —1 och ett lokalt minimum i x = 9.

(d) f har inget globalt maximum eftersom t.ex.

(x 41?2

lim f(x) = lim = +o0

Tr—+00 r—+o00 I — 4
som man ser antingen genom att anvanda L’Hopitals regel eller eftersom graden av
taljaren ar 2 vilket ar storre an graden av ndmnaren, vilken ar 1.

Alternativ forklaring: Varje globalt maximum &ar ocksa ett lokalt maximum och eftersom
f ar deriverbar overallt pa definitionsméngden ar z = —1 den enda punkten dar ett
globalt maximum kan ligga. Men t.ex. f(—1) =0 < 36 = f(5).



2. (8 p.) Beriikna integralerna

2019 4 0 , 1
— du, 1/(x+3)°d h dx.
/1 5 42 /0 /(z+3)°dx oc /w+\/5 x

Losning: Den forsta integralen kan beraknas direkt och ger

2019 4 1 In 201 Inl 1n201
/ Lo = ot _ 02019 ol 2019 gy
. 2z 9 lz=1 2 2 2

Den andra integralen skrivs om som gransvérde. Vi far

b

0 b 1
/ 1/(m+3)2dx:11m/ 1/(x +3)*dr = lim (— )
0 b—oo Jq b—o0

r+3
. 1 1 1
= lim (-_—):-.
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For den tredje integralen anvinder vi oss av substitutionen ¢ = /z, vilken ger dt = 2‘17”%.

Integralen blir da

1 2 2
——dr= | ——————=dor= | —dt=2In(t+1)+C =21 1)+ C.
/:c+\/§ v /(\/§+1)2\/§x /t+1 n(t+1)+ n(Vr 1)+
(Inget absolutbelopp behovs i logaritmen da t +1 = +/z +1 > 0 i alla fall.)

3. (7 p.) Anvind Gausselimination for att bestdmma alla 16sningar till det linjara ekva-
tionssystemet

201 — 19+ 223 =1,
T1 — 229 + 323 =1,
6x1 + 3x9 — 223 =1,
T1— D9 + Tax3 = 2.

Losning: Vi skriver systemet i matrisform och genomfér Gausselimination:

2 -1 2|1 1 —-1/2 1 |1/2 1 —-1/2 1 (1/2
1 -2 311 1 -2 3|1 0 =3/2 2 |1/2
6 3 —2/1] |6 3 21| o 6 -8/-2
1 =5 72 1 =5 7|2 0 —9/2 6 |3/2
1 —1/2 1 1/2 1 —-1/2 1 1/2
0 1 —4/3|-1/3 0 1 —4/3|-1/3
“lo 6 8| -2 |7lo o 0 | 0
0 —-9/2 6 |3/2 0 0 0 0
Det finns iget pivotelement i den tredje kolonnen. Darfor far vi valja t = x5 godtyckligt.
(Sarskilt finns odndligt manga lésningar.) Den tredje raden ger xo = —% + %t, och den
forsta kan skrivas som x; = % + %:Eg —t= % — %t. Den generella losningen till systemet
ar alltsa
1 1 14
(mrem) = (5-3:0) (= 5:3:1);

dar t € R ar godtyckligt.



4. (5 p.) Bestdm Taylorpolynomet av grad 2 till funktionen f(z) = eV*~2 kring zy = 4.

Losning: Derivatorna ar

/ 6\/5—2
f(x) = ENGE
T 2oy — Va2 L Vi (1 — 1)
f”(ZL’): 2V/x Vi _ VT '
4x 4x
Detta ger
1 1
4)=1 "(4) = = "(4) = —.
=1 Jw=y @)=

Taylorapproximationen av grad 2 till f kring zy = 4 ges alltsa genom

ﬂ@z1+i@—4ymiw—4ﬁ

. (8 p.) Skissa omradet i planet som begrinsas av linjerna z = 0, y = 0 och y = 1 — z och
bestdm minimum och maximum av funktionen

f(z,y) = 3z — 42° + 122y
pa detta omrade.

Losning: Vi hittar stationara punkter genom att hitta gemensamma nollstallen av

9] 0

a—i(x,y) =3 - 122" + 12y och a—‘;(x, y) = 12z.
Ekvationen 12z = 0 ger direkt = 0. Vi stoppar in det i 3 — 1222 + 12y = 0 och far
ekvationen 3+ 12y = 0, som har en enda 16sning, ndmligen y = —3/12. Var enda kritiska

punkt ar alltsa (0, —3/12), men den ligger inte i triangeln.

Randen bestar av tre delar. Den forsta sidan beskrivs genom y = 0 och 0 < x < 1. Dar
har funktionen formen g,(z) = f(z,0) = 3z — 423 och har derivatan gj(z) = 3 — 1222
Nollstéllena till ¢} 4r da z = £1/2. Detta ger den mojlig max- eller minpunkt (1/2,0).
(Punkten med z-koordinaten —1/2 ligger inte inom omradet.)

Pa sidan med x =0, 0 <y < 1 ges [ av g2(y) = f(0,y) = 0, vilket betyder att det inte
finns eventuella extrempunkter i kantens inre.

Sidan som inte &ar parallell till nagon axel beskrivs genom 0 < z < 1 och y =1 — x.
Funktionen f har dar formen

g3(z) = f(x,1 —2) = 3v — 42® + 122(1 — ) = —42° — 122* + 15z.

Denna funktion ar inte monoton for 0 < z < 1. Darfor deriverar vi g3 for att hitta mojliga
minimi- och maximipunkter. Vi har

gy(z) = —122% — 242 + 15,

vilket (med pg-formeln) &r noll om z = —5/2 eller x = 1/2. En punkt med negativ -
koordinat kan aldrig ligga i vart omrade, alltsa far vi en till mojlig extrempunkt, namligen

(1/2,1/2).



Dessutom é&r hornen (0,0), (1,0) och (0, 1) mojliga extrempunkter. Vi berdknar nu funk-
tionsvardena pa alla punkter som vi vick fram:

£(0,0) =
F(1/2,0) =
f(1/2,1/2) =
f(1,0) =
£(0,1)

Storsta av vardena ar 4 och minsta viardet ar —1. Darfor ar 4 maximum och —1 minimum
av f pa triangeln.

. (5 p.) Lat funktionen g vara definierad genom den geometriska serien
g(x) = 3+ 62 + 122% + 242° + 482" 4 962° + - --

(a) Bestdm definitionsméngden for g.
(b) Finn alla z for vilka g(z) = 6.
(c¢) Finns det nagot x for vilket g(z) = 17

Losning: (a)-(b) Funktionen g ges av en geometrisk serie med a = 3 och k = 2z. Den
ar definierad (d.v.s. den konvergerar) for |k| < 1, alltsa om —3 < < 3. Det betyder

D, = (—3,3) ér definitionsméngden. Dessutom har man

a 3
1—k 1-—2x

g(x) = for alla x € (—1 1)

272
Dérfor &r g(z) = 6 ekvivalent med ﬁ = 6, vilket i sin tur ar ekvivalent med 3 = 6 — 12z

och har 16sningen = = %, vilken ligger i D,.

(¢) Loser man ekvationen %~ = 1 sa har den den enda l6sningen 2 = —1 men den ligger

inte i definitionsméngden av g. Déarfor finns inget x for vilket g(x) = 1 stAmmer.



