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Losningarna ska vara klart och tydligt skrivna med kortfattade forklaringar som gor din tankegang
latt att folja. Otydlig 16sning kan ge avdrag trots korrekta berdkningar. Institutionens raknare ar
tillatna, men exakta svar forvintas om ej annat &r angivet. Formelsamling ar ej tillaten utéver det
som ges pa detta blad. Totalt 20 poéng ger garanterat betyg E.

1. (6 p.) Bestdm Taylorpolynomet av grad 3 till funktionen f(z) = x?e® kring xo = 1.
Losning: Med produktregeln blir derivatorna
fl(x) = (2" + 2z)e”
f(x) = (2 + 42 + 2)e”
f"(x) = (2* + 6z + 6)e”

Vi sitter in o = 1 och far f(1) =e, f'(1) = 3e, f’(1) = 7e och f"(1) = 13e. Déarfor blir
Taylorapproximationen

13
—e(z —1)%

f(z) %6+3€(ZL‘—1)+;€(1‘—1)2+ 5

2. (8 p.) Berikna integralerna

X o2V 2+Inzx
d h dex.
/1 NG T oc / Ne T

Losning: Forsta integralen berdknar vi genom substitutionen u = —24/z, vilken ger
du = ——dx Da blir integralen
00 672\/5 b 672\/5 —2vb —92
/ dz = lim dr = — lim e“du = lim e"
1 VT b—oo J1 T booo | o booo  |—2vb
= lim (6_2 — 6_2‘/5) =2

b—o0

Fér den andra integralen anvinder vi partialintegration med f(z) =2+ Inz och ¢'(z) =
2f Sedan har vi f'(z) = 1 och g(z) = \/z och vi far

24+ Inx
/ NG dz = z(2+Inz) — /—dx Vz(2+Inz) -2z +C=+zlhx+C.

3. (7 p.) Bestam for varje reellt tal a alla 16sningar till det linjira ekvationssystemet

20 —y+ 2 =1,
r+2y—z=1,
—r+y+az=1



Losning: Vi skriver systemet som matris och anvander Gausselimination:

2 -1 1|1 1 —1/2 1/2]1/2 1 —1/2  1/2 |12
1 2 —1{1|~11 2 —1/1 | ~10 5/2 =3/2 |1/2
~1 1 all ~1 1 a1l 0 1/2 a+1/2|3/2
1 —-1/2  1/2 |1/2 1 —-1/2  1/2 |1/2
~(0 1 =3/5 [1/5] ~ |0 1 —3/5 [1/5
0 1/2 a+1/2(3/2 0 0 a+4/5|7/5
Vi ser direkt att det finns ingen 16sning om a + 4/5 = 0, d.v.s. om a = —4/5. For
a # —4/5 finns en entydig 16sning. Den sista raden ger oss z = ﬁ. Vi satter in detta i
den andra raden och far (efter férenkling) y = 5“;;54. Efter detta, den forsta raden ger oss

3a+1
5a+4"

. (8 p.) Lat f(z) = 23(x — 1).

(a) Undersok var f ar vixande resp. avtagande.

efter forenkling x =

(b) Bestdm maximum och minimum till f pa intervallet [—1,1].

(¢) Berdkna gransvirdet lim, ., %

Losning: (a) Det finns inga luckor i definitionsméngden, och derivatan blir f'(z) =
423 — 3x? = 2%(4x — 3). Saledes dr de enda punkterna dér f kan fordndra monotonin
precis losningarna till 0 = 2?(4x — 3), d.v.s. x = 0 och x = 3/4. Vi testar monotonin:

e f'(—1)=—-7<0= f avtagande pa (—o0,0).

e f'(1/2) = —1/4 = f avtagande pa (0,3/4).

e f(1)=1>0= f vixande pa (3/4,00).

Sammanlagt betyder detta att f ar avtagande pa (—oo,3/4) och vixande pa (3/4,0).

(b) Vi vet fran (a) att den dnda stationdra punkten som kan vara en minimi- eller max-
imipunkt &r x = 3/4, vilket &r en lokal minimipunkt enligt (a) eftersom f &r avtagande
till vénster om 3/4 och véxande till hoger. Vi jamfor med randpunkterna —1 och 1 av
intervallet:

27
FB/4) =~ ~ 0,11,
=2,
7(1) =0

Dérfor ar —27/256 minimum till f och 2 maximum till f.

(c) Grénsvirdet dr av typ “%”. Med L’Hopitals regel (flera ganger) berdknar vi

. flx) . 4xd =32 1222 —6x . 24 —6 . 24
lim —% = lim ——— = lim — = lim

z—o00 eT T—$00 et T—00 e T—00 e z—00 et



5. (5 p.) Vi definierar S} =1, So =14 In2 och
Sp=1+In2+ (In2)*+--- 4 (In2)"* for n =3,4,...
(a) Vilket véirde har Syp19?
(b) Finns det nagot n for vilket S,, > 47
Losning: Summan ar den geometriska summan med a = 1 och £ = In2. Darfér har vi

1 — k2019 1— (hl 2)2019
S. = = — ~ 3, 26.
2009 = 4T 1—In2 ’

(b) S, ar vixande nér n véxer. Dessutom &r (eftersom In2 ~ 0,69 < 1)

1
lim S, =

~ 3,26.

S, blir aldrig storre an detta varde, vilket innebar att det finns inget n med S,, > 4.
6. (6 p.) Finn de stationira punkterna till funktionen f(z,y) = x® + y* + 6xy + 2 och
bestam deras karaktér (lokalt maximum, lokalt minimum eller sadelpunkt).

Losning: De forsta partiella derivatorna blir

g — 2 ﬁ 9,2

Delar man i 3 sa ser man att varje stationdr punkt (z,y) uppfyller det ickelinjira ekva-
tionssystemet

242y =0,
v+ 22 = 0.
Den forsta ekvationen ger y = —%. Vi séitter in det i den andra ekvationen och far
% + 2z = 0, vilket kan skrivas som x(% + 2) = 0 och har lésningarna z = 0 och
r = —2. Med den forsta ekvationen far vi dem tva stationdra punkterna (0,0) och
(—2,—2). Andraderivatorna av f ar
0 f 0% f 0% f
2Lz, y) =6 I () =6,  ZL(x,y) =6y
g2 (1Y) = 6z, 920y (z,y) =6, 0 (z,y) = 6y

For (0,0) far vida A =0,B = 6,C = 0, vilket ger AC — B? = —36 < 0. Dérfor ar (0,0)
en sadelpunkt av f.

For (=2, —2) blir det A = —12, B =6,C = —12, vilket ger AC — B = 144 — 36 > 0 och
A < 0. Déarfor &r (—2,—2) en lokal maximipunkt for f.

Var god vand!



FORMLER

Approximation av f kring » = xy given av Taylorpolynomet av grad n:
1 ’ 1 " 2 1 (n) n
(@) = f(zo) + 47 (@o) (& = z0) + 5 [ (20) (@ = 20)" + -+ — [ (wo) (& — o)

Om stationara punkter av funktioner av tva variabler:

Om & (z,y) = 0 och Z(z,y) =0, sitt A= LL(z,9), B = ZL(z,y),C = Lh(z.y).

e (z,y) ar en lokal maximipunkt om A < 0 och AC'— B? > 0.
e (z,y) ar en lokal minimipunkt om A > 0 och AC' — B? > 0.

e (z,y) ar en sadelpunkt om AC' — B% < 0.



