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Tillatna hjdlpmedel: Minirdknare tillhandahalles av institutionen, personlig ej
tillaten. Formelsamling pa tentamens sista sidor.

Aterlimning: Meddelas i kurshemsidans forum.

Resonemang skall vara tydliga och latta att folja. Varje korrekt och fullstédndigt
16st uppgift ger 10 podng. For betyg A-E krdvs 20 poéng pa Del 1, samt att
foljande granser uppnas pa Del 2:
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Del 1

Lat X = (Xi,...,X,) beteckna en vektor av n oberoende Geometrisk(0)-
fordelade stokastiska variabler och « = (1, ..., x,) en realisering av densamma.
Uppgift 1

a) Bestdm ML-skattaren av oddset 6/(1 — ) och visa att den &r vintevér-
desriktig. (4p)

b) Definiera begreppet tillrécklig (sufficient) stickprovsvariabel. (3p)

c) Bestdm en endimensionell tillrécklig (sufficient) stickprovsvariabel. (3p)

Uppgift 2

a) Beskriv hur standardfelet hos ML-skattaren 6 kan uppskattas med para-
metrisk Bootstrap. (5p)

b) Bestdm aposterioriférdelningen f6r 6 givet Jeffreys prior, ange dven en
konjungerande familj av aprioriférdelningar. (5p)

Uppgift 3

a) For ML-skattaren gilller att /n(A—0) konvergerar i fordelning mot N (0, o2).
Vad ar gQ och hur kan resultatet anvandas for att bestdmma ett standard-
fel for 67 (5p)



b) Harled att uttryck f6r Score statistikan Ts(x) for hypotesen Hy : 0 = 1/2.
Kan nollhypotesen forkastas pa nivan 0.05 om vi observerar Ts(z) = 4.37
Stickprovsstorleken kan antas stor nog for att asymptotiska resulat skall
gilla med god noggrannhet. (5p)

Del 2

Uppgift 4

a) Formulera Cramér-Raos olikhet. Anvénd den for att visa att odds-skattaren
i uppgift 1a) har minst varians av alla vintevirdesriktiga skattare, utan
att hinvisa till asymptotiska resultat. (5p)

b) Hérled den asymptotiska fordelningen hos ML-skattaren under regulari-
tetsvillkor genom att gora en forsta ordningens Taylorapproximation av
scorefunktionen. Hogre ordningens termer kan antas forsumbara utan nér-
mare motivering. (5p)

Uppgift 5

Lat y utgora ett datamaterial fran en fordelning med parameter 6. For att
skatta precisionen hos en Bayesiansk punktskattare é(y) av # kan man anvénda
medelkvadratfelet Eg, [(0—0(y))?] = [ f(0]y)(0—0(y))?do. Hir betecknar f(6]y)
tatheten for aposterioriférdelningen.

a) Lat p = Eg,(0) beteckna vintevirdet for aposteriorifsrdelningen. Visa
att medelkvadratfelet Eg,[(0 — 0(y))?] kan skrivas pa formen Egpy[(0 —
0(y))?) = Varg),(0) + (1 — 0(y))? genom att, som ett forsta steg, anviinda
att E9|y[(9—é(y))2] = E9|y[(9—u+u—é(y))2]. Motivera varje steg tydligt.
(6p)

b) Anviind del a) for att hitta den Bayesianska punktskattare 0(y) for vilken
medelkvadratfelet Eg,[(0 — 6(y))?] &r minimerat. Vad &r det minimala
viirdet pa Eoi,[(6 — 0(y))°]? (4p)

Kommentar: Bade deluppgift a) och b) kan l6sas i ungefir fem steg eller far-
re. Om din 16sning blir véldigt 1lang sd behover du troligtvis testa ett annat
angripssatt.

Uppgift 6

Rayleighférdelningen fas som specialfallet av Weibullférdelningen da formpa-
rametern k = 2 (Rayleigh(\?/2) = Weibull(),2)). I denna uppgift skall du
anta att du har tillgang till n oberoende observationer fran en Weibull(A, k)-
férdelning.

a) Bestdm score-vektorn. (2p)
b) Bestdm den observerade Fisherinformationsmatrisen. (3p)

c¢) Bestadm ett uttryck for profil-likelihooden fér parametern k. (3p)



d) Beskriv hur man kan utféra ett Generalized-likelihood-ratio-test av hypo-
tesen Hy : k =2 pa nivan 5%. Du kan hanvisa till ML-skattarna Ay, och
kyp utan att ange deras explicita uttryck. (2p)

Lycka till!



Formelsamling med anvandbara fordelningar

Betafordelningen X ~ Beta(o,3), «>0,8>0.
Tathetsfunktion:

F(Oé + ﬁ) wa—l
[(a)L(B)

E(X)=a/(a+p), V(X) =ap/((a+ B)*(a+ B +1))

p(z|a, B) = (1-z)°71, 0<z<1

Binomialférdelningen X ~ Binomial(n,p), 0<p<1ln=1,2,....
Sannolikhetsfunktion:

n X n—x
p(xmp)=<x)p 1—p)" ™, z=0,1,...,n.

E(X) =np, V(X) =np(1 - p).

x2-férdelningen X ~ x2(k), k=1,2,3,....
Téathetsfunktion:

1 k/2—1
p(zlk) = Wi’ / exp(—f), x> 0.
E(X) =k, V(X) = 2k.
Nagra approximativa kvantiler:
k=1, P(X >3.84)=0.05
k=2; P(X >5.99)=0.05
k=3, P(X>7.81)=0.05

Gammafordelningen X ~ Gamma(a, ), «>0,8>0.
Téathetsfunktion:

(o3

p(zla, B) = If?a)x exp(—pa), =30,

E(X) = /B, V(X) = a/82.

Geometriska fordelningen X ~ Geometrisk(d), 0<6 <1.
Sannolikhetsfunktion:

p(z;0)=(1-6)"0, x=0,1,2,....

BE(X)=(1-0)/0, V(X) = (1—0)/6>.




Normalférdelningen X ~ N(u,02%), —o00o < < 00,0 <0 < oo.
Téathetsfunktion:
2
—u), —o0 < x < 00.

1
p(z|p, o) = ﬁexp( 952
E(X)=p, V(X) =%
Nagra approximativa kvantiler for N(0,1):

P(X > 2.58) = 0.005,P(X > 2.33) = 0.01,P(X > 1.96) = 0.025, P(X >
1.64) = 0.05.

Poissonfoérdelningen X ~ Poisson(\), A > 0.
Sannolikhetsfunktion:

1
p(z|\) = —')\‘r exp(—A), x=0,1,2,....
x!

E(X)=\ V(X)=A

Rayleighférdelningen X ~ Rayleigh(6), 6 > 0.
Tathetsfunktion:
2

T x
p(zld) = Zexp(—55), @20

E(X) = /702, V(X) = (4 — 1)0/2.

Weibullférdelningen X ~ Weibull(A, k), X > 0,k > 0.
Téathetsfunktion:

p(z|A k) = § <§>k71 exp (— (i)k) , x>0.

E(X)=X[(1+1/k), V(X) = X(T(1 +2/k) — T(1 + 1/k)?).




