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Resonemang skall vara tydliga och latta att folja. Varje korrekt och fullstindigt
16st uppgift ger 10 podng. For betyg A-E krdavs 20 poidng pa Del 1, samt att
foljande granser uppnas pa Del 2:
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Del 1

Lat X = (Xi,...,X,) beteckna en vektor av m oberoende Geometrisk(6)-

fordelade stokastiska variabler och = (21, ..., z,) en realisering av densamma.
Uppgift 1
a) Bestam ML-skattaren av (1 — 6)/6 och visa att den &r vintevirdesriktig.
(4p)

Losning: ML-skattaren av (1 — 6)/6 ges av (1 — 0)/0, dér 0 &ir ML-skattaren
av 6 (ML-skattarens invarians under omparametrisering). For att bestdmma 6
maximerar vi log-likelihood funktionen

n

10) = " log plal0) = 3 (i log(1 — ) + log(0)),
i=1

i=1

dar vi utnyttjat att oberoende och geometriskt fordelade. Losning av I(6) = 0
ger ML-skattaren § = 1/(1+ Z) och (1 — 6)/0 = z.

En skattare § av g(0) ar viantevirdesriktig om E(§) = g(f). Enligt formelsam-
ling giller att (1 —6)/0 = E(X;) = F(X). Skattaren z &r alltsi vintevirdes-
riktig skattare av (1 — 6)/6.

b) Definiera begreppet tillriacklig (sufficient) stickprovsvariabel. (3p)

Losning: En stickprovsvariabel T = h(X) ar tillrdcklig om fordelningen for
X|T =t ¢j beror pa 6 for nigot t.

c¢) Bestdm en endimensionell tillricklig (sufficient) stickprovsvariabel. (3p)



Losning: Enligt faktoriseringskriteriet r en stickprovsvariabel T' = h(X) till-
racklig om px (z|0) = g1(h(z),0)g2(z). T det aktuella fallet &r

px(al6) = (1= 0)2i 70" = i (3" 0, 6)g2()

dir gi(h,0) = (1 — 0)"0™ och go(x) = 1. En tillriicklig stickprovsvariabel ges
dirfor av h(z) =Y 1| a;.

Uppgift 2

a) Beskriv hur standardfelet hos ML-skattaren 0 kan uppskattas med para-
metrisk Bootstrap. (5p)

Losning:

1. Simulera N stickprov bestdende av n oberoende dragningar ifran

Geometrisk(0).

2. For vart och ett av de N stickproven, bestdm vardet pa ML-skattaren av
0.

3. Uppskatta standardfelet genom att bestdmma den empiriska standardav-
vikelsen av de N ML-skattningarna i 2).

b) Bestdm aposterioriférdelningen fér 6 givet Jeffreys prior, ange dven en
konjungerande familj av aprioriférdelningar. (5p)

Losning: Jeffreys apriorifordelning ges av J(6)/? dér J ar forvintad Fisherin-

formation. Genom att derivera log-likelihoodfunktionen tva ganger och by-
ta tecken far vi I() = n/6% + >, X;/(1 — 6)* och J(0) = E(I(F)) =
n/0% + nE(X1)/(1 — 0)®> = n/(0*(1 — 0)). Apriorifordelningen blir siledes
p(0) o (1 —6)~1/26~1 och aposteriorifsrdelningen

p(0]z) o p(]0) x p(6) o (1 — B)2i=a "gn x (1 — )~ 1/29~1
= (1 — )iz " 2gn=1,
vilket kiinns igen som en Beta(n,y ., x; + 1/2)-férdelning.
Om vi ersitter p(f) med en Beta(a, 8)-fordelning ovan far vi aposterioriférdel-
ningen Beta(n + o,y .-, x; + (). Familjen av betaférdelningar utgér dérfor en
konjungerande familj av aprioriférdelningar till den geometriska likelihooden.

Uppgift 3

a) For ML-skattaren géller att /n(9—6) konvergerar i fordelning mot N (0, o2).
Vad ar 92 och hur kan resultatet anvindas for att bestdmma ett standard-
fel for 67 (5p)



Loésning: Det foljer ur ML-skattarens asymptotik att 02 = J;(0) = = 6%(1-6),
dar J; betecknar f('érvéintad Fisherinformation for en observation. Detta innebér
att variansen for § #r approximativt o?/n = 62(1 — 6)/n och ett standardfel

ges av se(f) = 1/02(1 — ) /n

b) Harled att uttryck for Score statistikan Ts(x) for hypotesen Hy : 0 = 1/2.
Kan nollhypotesen férkastas pa nivan 0.05 om vi observerar Ts(z) = 4.37
Stickprovsstorleken kan antas stor nog for att asymptotiska resulat skall
gilla med god noggrannhet. (5p)

Lo6sning: Score-statistikan ges av

Ts(e) = Sk = EERE DN -

efter insittning av 6y = 1/2.
D4 Score-statistikan dr asymptotiskt x?(1)-férdelad under Hy kan vi forkasta
hypotesen di 4.3 > 3.84, dér 3.84 ir évre 95% kvantilen for x?(1)-fordelningen.

Del 2

Uppgift 4

a) Formulera Cramér-Raos olikhet. Anvind den for att visa att odds-skattaren
i uppgift la) har minst varians av alla viantevirdesriktiga skattare, utan
att hinvisa till asymptotiska resultat. (5p)

Losning: Lat § vara en vintevirdesriktig skattare av g(#). D& géller under
regularitetsvillkor att Var(g) > ¢'(6)2/J(0).
For den aktuella skattaren § = g(0) = (1 — 0)/0 = Z har vi att

. - 1-0
Var(g) =Var(X) = e

och
g’(@)2 B 1/04 1-0

J(0) o n/(6%(1 —0) N (nh? "
Det rader saledes likhet.

b) Hérled den asymptotiska férdelningen hos ML-skattaren under regulari-
tetsvillkor genom att gora en forsta ordningens Taylorapproximation av
scorefunktionen. Hogre ordningens termer kan antas férsumbara utan nér-
mare motivering. (5p)

Lo6sning: Se ldrobok sid 98.

Uppgift 5

Lat y utgora ett datamaterial fran en fordelning med parameter 6. For att
skatta precisionen hos en Bayesiansk punktskattare 8(y) av 6 kan man anvinda



medelkvadratfelet Eg, [(6— O(y = [F(0ly)(0— 0(y))2do. Hir betecknar f(6]y)
tatheten for aposteriorlfordelnlngen
a) Lat u = Eg),(0) beteckna vintevirdet for aposterioriférdelningen. Visa
att medelkvadratfelet Eg,[(0 — 0(y))?] kan skrivas pa formen Egy[(0 —
0(y))?] = Varg,(0) + (1 — 0(y))? genom att, som ett forsta steg, anvinda
att E9|y[(9—é(y))2] = Eg‘y[(ﬁ—u—&—u—é(y))Q]. Motivera varje steg tydligt.
(6p)

Losning;:

Eo1y[(0 — 0(y))%] = Egp[(0 — 11+ 11— 0(y))?]
= By [(0 — )* +2(0 — ) (1 — 0(y)) + (1 — 6())°]
= Vargy(0) +2[1 — 0))[Eoyy (6) — ] + (1 — 0(y))?
= Varg, (0) + (u— 0(y))*.

b) Anviind del a) for att hitta den Bayesianska punktskattare (y) for vilken
medelkvadratfelet Eg,[(6 — 6(y))?] &r minimerat. Vad ér det minimala
virdet pa  Eg|,[(6 — 0(y))?]? (4p)

Losning: From part a, Egp,[(0 — 0(y))? > Varg|,(0). Equality holds when
0(y) = p.

Kommentar: Bade deluppgift a) och b) kan 16sas i ungefir fem steg eller fér-
re. Om din l6sning blir vildigt l&ng s& behover du troligtvis testa ett annat
angripssatt.

Uppgift 6

Rayleighfordelningen fas som specialfallet av Weibullférdelningen da formpa-
rametern k = 2 (Rayleigh(\?/2) = Weibull(),2)). I denna uppgift skall du
anta att du har tillgdng till n oberoende observationer fran en Weibull(\, k)-
férdelning.

a) Bestdm score-vektorn. (2p)

Losning: Log-likelihood function (A k) = —nklogh + nlogk + (k —
1) loga — A 300 af.
Score vector S(A\ k) = (81(/\ k)/OX, 0L\, k)/Ok) T

.
= (S 4+ > 2k —nlog A+ 2+ 3T logaz; — AR YT 2k log 2t)

b) Bestdm den observerade Fisherinformationsmatrisen. (3p)

Losning;:

a2 2 92
Fisher information matrix I(\ k) = <—8azlé()\>\,k]§)/£\>(\i)k _aaégg\)’\kg)//é?]zk)
with

—0%1(\, k) /ON2 = k;’ziﬁ >y 2f — 55,

—0%U(\, k) | ONOk = _,\k+1 21:1 Ly (10g F ) + 5%

n AT
—PUN k) /Ok® = =3 iy @ (log §)™ + .




c) Bestam ett uttryck for profil-likelihooden f6r parametern k. (3p)

Losning: Profile likelihood L, (k) = maxy L(\, k) = L(A(k), k) with A(k) =

n

n e\ Uk
<1> the ML-estimator of A for fixed k. Then

I = 5 exp( ZM@)H i )
— kin nex -n i i
_(Z:‘L—l‘rk> p(-n) [T«

g i=1

d) Beskriv hur man kan utfora ett Generalized-likelihood-ratio-test av hypo-
tesen Hy : k =2 pa nivan 5%. Du kan hanvisa till ML-skattarna Ay, och
kymi utan att ange deras explicita uttryck. (2p)

’ Lo6sning: See p. 148 of the course book.

Lycka till!



Formelsamling med anvandbara fordelningar

Betafordelningen X ~ Beta(o,8), «>0,8>0.
Téthetsfunktion:

F(Oé + ﬁ) wa—l
[(a)L(B)

E(X)=a/(a+p), V(X) =ap/((a+B)*(a+ B +1))

p(z|a, B) = (1-z)°71, 0<z<1

Binomialférdelningen X ~ Binomial(n,p), 0<p<1ln=1,2,...
Sannolikhetsfunktion:

n X n—x
p(xmp):(x)p 1—p)" ™, z=0,1,...,n.

E(X) =np, V(X) =np(1 - p).

x2-fordelningen X ~ x2(k), k=1,2,3,....
Téathetsfunktion:

1 k/2—1
= — —_— > .
p(z|k) Qk/QF(k/Q)x exp< ), x>0
E(X) =k, V(X) = 2k.
Négra approximativa kvantiler:

k=1, P(X >3.84)=0.05

k=2; P(X >5.99)=0.05

k=3; P(X >7.81)=0.05

Gammafordelningen X ~ Gamma(a, ), «>0,5> 0.
Tathetsfunktion:

[0}

p(z|a, f) = Fﬁ(a)xa_l exp(—pz), x>0.

E(X)=a/B, V(X) = a/p

Geometriska fordelningen X ~ Geometrisk(6), 0<60 <1.
Sannolikhetsfunktion:

p(z;0)=(1-6)"0, x=0,1,2,....

E(X)=(1-0)/0, V(X) = (1—0)/6>




Normalférdelningen X ~ N(u,02%), —o0o < < 00,0 <0 < oo.
Tathetsfunktion:
2
—u), —o0 < x < 0.

1
p(z|p, o) = ﬁexp( 952
E(X)=p, V(X) =%
Nagra approximativa kvantiler for N(0,1):

P(X > 2.58) = 0.005,P(X > 2.33) = 0.01,P(X > 1.96) = 0.025, P(X >
1.64) = 0.05.

Poissonfordelningen X ~ Poisson(\), A > 0.
Sannolikhetsfunktion:

1
p(z|A) = ;)\T exp(—A), x=0,1,2,....

E(X)=\V(X) =\

Rayleighférdelningen X ~ Rayleigh(0), 6 > 0.
Tathetsfunktion:

2

x
p(x|d) = 2 exp(f@), x> 0.

BE(X) = \/70/2, V(X) = (4 — 1)0/2.

Weibullférdelningen X ~ Weibull(\, k), A >0,k > 0.
Téathetsfunktion:

p(z|\ k) = § (%)k_l exp (— (f\)k) , x>0.

E(X)=X[(1+1/k), V(X) = X2(T(1+2/k) = T(1 + 1/k)?).




