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Tillatna hjdlpmedel: Minirdknare tillhandahalles av institutionen, personlig ej
tillaten. Formelsamling pa tentamens sista sidor.

aterldmning: Meddelas i kurshemsidans forum.

Resonemang skall vara tydliga och latta att folja. Varje korrekt och fullstédndigt
16st uppgift ger 10 podng. For betyg A-E kriavs 20 poédng pa Del 1, samt att
foljande granser uppnas pa Del 2:
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Del 1

Lat X = (X4,..., X,,) beteckna en vektor av n oberoende Gamma(3, §)-fordelade
stokastiska variabler och = (z1,...,z,) en realisering av densamma.

Uppgift 1
a) Bestam score-funktionen S(6) och verifiera att Fy(S(0)) = 0. (3p)

b) Anvind faktoriseringskriteriet fér att visa att ML-skattaren av 6 &ar en
tillrécklig (sufficient) stickprovsvariabel (4p)

c) Visa att g(x,0) = 60> | z; ir en pivavariabel. (3p)

Uppgift 2

a) Beskriv hur ML-skattarens véntevirdesfel (bias) kan uppskattas med pa-
rametrisk Bootstrap. (5p)

b) Visa att familjen av Gamma(«, 8)-férdelningar utgoér en konjungerande
familj av aprioriférdelningar for 6. (5p)

Uppgift 3

a) For ML-skattaren 0 géller att /n(f? — 62) konvergerar i fordelning mot
N(0,02). Vad ir 02? (5p)

b) Hérled att uttryck for likelihood-kvot statistikan 77, (x) for hypotesen Hy :
6 = 1. Kan nollhypotesen forkastas pa nivan 0.05 om vi observerar Tr,(z) =
4.37 Stickprovsstorleken kan antas stor nog for att asymptotiska resulat
skall géilla med god noggrannhet. (5p)



Del 2
Uppgift 4

a) Formulera och visa Cramér-Raos olikhet. (5p)

b) Lat S(0) och J(f) beteckna score-funktion och férvantad Fisherinforma-
tion. Visa att S(0)/+/J(6) ar en asymptotisk pivavariabel. (5p)

Uppgift 5

Lat X;., besta av n oberoende observationer fran en bivariat normalférdelning
2

2
med véantevardesvektor = 0 och kovariansmatris 3 = ( 02 0(72p>7 dir o2 #

a’p
0.
a) Bestdm ML-skattarna 631, och puvr. (5p)
Hjilp med matrisinvertering: Fér reella tal a, b, ¢ sidana att ac # b? giller
a b\ o c b
b ¢ I )
b) Bestam profil-likelihood-funktionen L,(p). (3p)
c) Beskriv, i termer av resultaten fran a) och b), hur man kan utfora ett
generalized-likelihood-ratio-test av hypotesen Hy : p = 0 pa nivan 5%.
(2p)
Uppgift 6
Lat (z1,...,x,) vara ett slumpmiéssigt stickprov fran en normalférdelning med

vanteviarde p och standardavvikelse o.
a) Bestdm Fishers forvintade informationsmatris J(u, o). (6p)

b) Bestdm Jeffreys bivariata aprioriférdelning f(u, o). Ar férdelningen f(u, o)
“proper” eller “improper”? (4p)

Lycka till!



Formelsamling med anvandbara fordelningar

Betafordelningen X ~ Beta(o,8), «>0,8>0.
Téthetsfunktion:

F(Oé + ﬁ) wa—l
[(a)L(B)

E(X)=a/(a+p), V(X) =ap/((a+B)*(a+ B +1))

p(z|a, B) = (1-z)°71, 0<z<1

Binomialférdelningen X ~ Binomial(n,p), 0<p<1ln=1,2,...
Sannolikhetsfunktion:

n X n—x
p(xmp):(x)p 1—p)" ™, z=0,1,...,n.

E(X) =np, V(X) =np(1 - p).

x2-fordelningen X ~ x2(k), k=1,2,3,....
Téathetsfunktion:

1 k/2—1
= — —_— > .
p(z|k) Qk/QF(k/Q)x exp< ), x>0
E(X) =k, V(X) = 2k.
Négra approximativa kvantiler:

k=1, P(X >3.84)=0.05

k=2; P(X >5.99)=0.05

k=3; P(X >7.81)=0.05

Gammafordelningen X ~ Gamma(a, ), «>0,5> 0.
Tathetsfunktion:

[0}

p(z|a, f) = Fﬁ(a)xa_l exp(—pz), x>0.

E(X)=a/B, V(X) = a/p

Geometriska fordelningen X ~ Geometrisk(6), 0<60 <1.
Sannolikhetsfunktion:

p(z;0)=(1-6)"0, x=0,1,2,....

E(X)=(1-0)/0, V(X) = (1—0)/6>




Normalfoérdelningen X ~ N(u,X), det 3 > 0.
Téthetsfunktion:

exp{—5(x — ) S (x — )}
(2m)n/2y/det = ’

p(x|p, X) = x € R"™.

E(X) =p, Cov(X) = 3.

N&gra approximativa kvantiler f6r 1-dimensionella N (0, 1):

P(X > 2.58) = 0.005,P(X > 2.33) = 0.01,P(X > 1.96) = 0.025,P(X >
1.64) = 0.05.

Poissonférdelningen X ~ Poisson(\), X > 0.
Sannolikhetsfunktion:

1
p(z|\) = —|)\w exp(—=A), x=0,1,2,....
!

BE(X) =\ V(X) = A.

Rayleighfordelningen X ~ Rayleigh(8), 6 > 0.
Téthetsfunktion:

.I‘Q

x
p(x|6) = 2 exp(—%), x> 0.

E(X) = \/70/2, V(X) = (4 — 1)0/2.

Weibullférdelningen X ~ Weibull(A\, k), X >0,k > 0.
Tathetsfunktion:

p(z|\ k) = ; <§>k_lexp (— (i)k) , x>0.

E(X)=AT(1+1/k), V(X) = A2(T(1 +2/k) = T(1 + 1/k)?).




