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Resonemang skall vara tydliga och latta att folja. Varje korrekt och fullstédndigt
16st uppgift ger 10 podng. For betyg A-E krdavs 20 podng pa Del 1, samt att
foljande granser uppnas pa Del 2:

A B C D E
25 19 13 7 O

Del 1

Lat X = (X;,..., X,,) beteckna en vektor av n oberoende Gamma(3, 0)-fordelade
stokastiska variabler och = (z1,...,z,) en realisering av densamma.

Uppgift 1
a) Bestdm score-funktionen S() och verifiera att Ey(S(0)) = 0. (3p)

Lo6sning: Genom att utnyttja antaganden om oberoende och marginalfordel-
ning far vi likelihoodfunktionen

n n

L) = H f(z;0) H@Sx? exp(—0z;) = 03" exp(fGin) H X4

i=1 i=1 i=1  i=1

Logaritmering och derivering ger scorefunktionen

S(0) = 25 log(LO) = 5 =3 s

Eftersom E(X;) = 3/0 (formelsamling) fas nu att E(S(#)) = 0.

b) Anvind faktoriseringskriteriet fér att visa att ML-skattaren av 6 &ar en
tillracklig (sufficient) stickprovsvariabel (4p)



Lésning: Ett maximum till L(6) ges av S(d) = 0 = 0 = 3/Z. Enligt faktorise-
ringskriteriet ar h(z) tillrdcklig om L(6) = ¢1(6, h(x)) x g2(z), vi har

L) = 6°" eXp(—QZmi) X H x; = %" exp(—63n/0) x H Z;.
i=1

i=1 i=1

Det foljer att h(z) = 1/8 ér tillriicklig.

c) Visa att g(x,0) = 0> " | z; ir en pivavariabel. (3p)

Lo6sning: Ur transformationssatsen for stokastiska variabler inses att om X
har téthetsfunktion f(x) sd har 6 X tathetsfunktion f(z/6)/6. Tillampning pa
det aktuella fallet ger att §X; ~ Gamma(3,1), en fordelning som inte beror pa
6. Saledes beror ej heller fordelningen for g(X,0) =057 | X; pa 6, dvs g(X, 0)
ar en pivavariabel.

Uppgift 2

a) Beskriv hur ML-skattarens vantevirdesfel (bias) kan uppskattas med pa-
rametrisk Bootstrap. (5p)

Losning;:
e Simulera N stickprov av storlek n fran Gamma(3,0).
e For varje simulerat stickprov, bestdm ML-skattningen.

e Uppskatta bias med N~! Zivzl 0, — é, dér 0; &r ML-skattningen baserat
pa det i:te stickprovet.

b) Visa att familjen av Gamma(«, 3)-fordelningar utgoér en konjungerande
familj av aprioriférdelningar for 6. (5p)

Losning: Givet en Gamma(a, 8) aprioriférdelning p(f) ges aposteriorifrdel-
ningen av

p(0)z) oc L() x p(f) o< 3 eXp(—Gin) x 6% exp(—36)
i=1
= 0%t lexp(—0(8 + > x1)),
i=1
vilket kéinns igen som en Gamma(3n + a,f + Y i, x;)-férdelning. Saledes

blir aposterioriférdelningen en Gamma-férdelning néir aprioriférdelningen &r en
Gamma-férdelning och Gamma-férdelningen ar konjungerande for likelihooden.

Uppgift 3

a) For ML-skattaren 0 géller att /n(A2 — %) konvergerar i fordelning mot
N(0,0?). Vad &ar o2? (5p)



Losning: Enligt ML-skattarens asymptotik foljer att \/ﬁ(é — 0) konvergerar i
férdelning mot N(0,1/J1(0)), dar J;(#) &r Fisher-informationen i en observa-
tion som ges av J1(6) = Var(S1(0)) = Var(3/0 — X;) = 3/6%. Vidare féljer ur
Deltametoden att /n(g(0) — g(f)) konvergerar mot N (0, ¢’(0)2/J1(0)). Insitt-
ning av g(f) = 02 ger nu o? = 40%/3.

b) Hérled att uttryck for likelihood-kvot statistikan 77, (x) for hypotesen Hy :
6 = 1. Kan nollhypotesen forkastas pa nivan 0.05 om vi observerar Tr,(z) =
4.37 Stickprovsstorleken kan antas stor nog for att asymptotiska resulat
skall gélla med god noggrannhet. (5p)

Losning: Likelihood-kvot statistikan ges av Tp(x) = —2(log(L(1)) —
log(L(#))) = —2((3n — Y., ;) — 3nlog(h)). Under noll-hypotesen &r den
x2(1)-fordelad, noll-hypotesen kan dérfor forkastas d& Ty, > 3.84.

Del 2

Uppgift 4

a) Formulera och visa Cramér-Raos olikhet. (5p)

’ Losning: Se ldrobok.

b) Lat S(0) och J(f) beteckna score-funktion och férvantad Fisherinforma-
tion. Visa att S(0)/+/J(0) ar en asymptotisk pivavariabel. (5p)

Losning: Vi har att S(0) = >, S;(f) dir S;(#) dr oberoende med véinte-
viarde 0 och varians J;(0) = J(0)/n. Det foljer av centrala grénsvérdessat-
Sen att f (S( /n konvergerear mot N(0, J1(0)) i fordelning och séledes att

0)/n)/\/J1(0 (0)/+/J(0) konvergerar mot N(0,1) i férdelning. D&

denna férdelning mte beror pa 6 har vi en asymptotisk pivavariabel.

Uppgift 5

Lat X;., bestd av n oberoende observationer fran en bivariat normalférdelning
2

med véntevardesvektor p = 0 och kovariansmatris 3 = (UUQp Uap) dir o2 #
0.

a) Bestdm ML-skattarna 62;;, och pyr. (5p)

Hjalp med matrisinvertering: Fér reella tal a, b, ¢ sidana att ac # b? giller

a b\, c b
b ¢ Cacb? {—bh



Losning:

1 —
: -1 _ 1 P
First X7 = A=) (—p ok

Next log-likelihood I(c?,p) = —> 0 1 (log =]+ (z4,y:) 271 (ij)) =
K3

—2log{ot(1— p?)} — gorillss, with Q(p) = Yy (22 — 2pmiy; + v2).

Then score vector (dl(o2, p)/do?, dl(c2,p)/dp)" = (—% + %7 2 +

T {ZL TiYi — plQ_i(,fz)})T-

. o 23wy <9
Setting score vector to zero results in pump = W and Oy =
i (@ +v7)/(2n).
b) Bestam profil-likelihood-funktionen L,(p). (3p)
Losning: L,(p) = L(631,(p), p). 631, (p) is solved by di(o?,p)/do? = —L +

Q(p) Q(p)

2 —n/2
constant, L(63(p), p) {%@pz)] exp {—%}

553(1—pz) — 0 with fixed p, implying 63 (p) = smt1—p7y- UP to a normalization

¢) Beskriv, i termer av resultaten fran a) och b), hur man kan utfora ett
generalized-likelihood-ratio-test av hypotesen Hy : p = 0 pa nivan 5%.

(2p)

’Lﬁsning: See p. 148 of the course book.

Uppgift 6

Lat (21,...,z,) vara ett slumpmaéssigt stickprov fran en normalfordelning med
vantevirde p och standardavvikelse o.

a) Bestdm Fishers forvintade informationsmatris J(p, o). (6p)

s i@ — ;
30 = 510) = ("7 5,00 ).

Losning: Note: the parameters are (u,o) here which is different from
those in Example 5.3 in the course book. Let 6 = (u,0)7, log-
xi—p)?
likelihood 1(f) = —nlogo — z:;% Fisher information matrix I() =

25 (o —
[712 <2 " 1) _nii%:z(xz 2 ) Expected Fisher info matrix

b) Bestidm Jeffreys bivariata aprioriférdelning f(u, o). Ar férdelningen f(u, o)
“proper” eller “improper”? (4p)

Lésning: Jeffreys prior f(u, o) = /|J(0)] < 1/0?, which is improper.

Lycka till!




Formelsamling med anvandbara fordelningar

Betafordelningen X ~ Beta(o,8), «>0,8>0.
Téthetsfunktion:

F(Oé + ﬁ) wa—l
[(a)L(B)

E(X)=a/(a+p), V(X) =ap/((a+B)*(a+ B +1))

p(z|a, B) = (1-z)°71, 0<z<1

Binomialférdelningen X ~ Binomial(n,p), 0<p<1ln=1,2,...
Sannolikhetsfunktion:

n X n—x
p(xmp):(x)p 1—p)" ™, z=0,1,...,n.

E(X) =np, V(X) =np(1 - p).

x2-fordelningen X ~ x2(k), k=1,2,3,....
Téathetsfunktion:

1 k/2—1
= — —_— > .
p(z|k) Qk/QF(k/Q)x exp< ), x>0
E(X) =k, V(X) = 2k.
Négra approximativa kvantiler:

k=1, P(X >3.84)=0.05

k=2; P(X >5.99)=0.05

k=3; P(X >7.81)=0.05

Gammafordelningen X ~ Gamma(a, ), «>0,5> 0.
Tathetsfunktion:

[0}

p(z|a, f) = Fﬁ(a)xa_l exp(—pz), x>0.

E(X)=a/B, V(X) = a/p

Geometriska fordelningen X ~ Geometrisk(6), 0<60 <1.
Sannolikhetsfunktion:

p(z;0)=(1-6)"0, x=0,1,2,....

E(X)=(1-0)/0, V(X) = (1—0)/6>




Normalfoérdelningen X ~ N(u,X), det 3 > 0.
Téthetsfunktion:

exp{—5(x — ) S (x — )}
(2m)n/2y/det = ’

p(x|p, X) = x € R"™.

E(X) =p, Cov(X) = 3.

N&gra approximativa kvantiler f6r 1-dimensionella N (0, 1):

P(X > 2.58) = 0.005,P(X > 2.33) = 0.01,P(X > 1.96) = 0.025,P(X >
1.64) = 0.05.

Poissonférdelningen X ~ Poisson(\), X > 0.
Sannolikhetsfunktion:

1
p(z|\) = —|)\w exp(—=A), x=0,1,2,....
!

BE(X) =\ V(X) = A.

Rayleighfordelningen X ~ Rayleigh(8), 6 > 0.
Téthetsfunktion:

.I‘Q

x
p(x|6) = 2 exp(—%), x> 0.

E(X) = \/70/2, V(X) = (4 — 1)0/2.

Weibullférdelningen X ~ Weibull(A\, k), X >0,k > 0.
Tathetsfunktion:

p(z|\ k) = ; <§>k_lexp (— (i)k) , x>0.

E(X)=AT(1+1/k), V(X) = A2(T(1 +2/k) = T(1 + 1/k)?).




