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Resonemang skall vara tydliga och latta att folja. Varje korrekt och fullstédndigt
16st uppgift ger 10 poing. For betyg A-E kriavs 20 podng pa Del 1, samt att
foljande granser uppnas pa Del 2:

A B C D E
25 19 13 7 O

Del 1

Lat X;, ¢« = 1,...,n beteckna oberoende stokastiska variabler med téthets-
funktioner f(z;|0) = 20x; exp(—02?), z; > 0, dir § € (0,00). Vi observerar
x = (x1,...,Z,), en realisering av X = (Xy,...,X,,) for nidgot oként virde pa

6. For fordelningen giller att E(X;) = \/m/(46) och E(X?) =1/0.

Uppgift 1

a) Vad kallas en stickprovsvariabel ¢ med egenskapen att férdelningen for
X|t(X) = t(x) inte beror pa 67 (2p)

’Lﬁsning: En tillracklig (sufficient) stickprovsvariabel.

b) Visa att t(z) = Y., 27 besitter egenskapen i a). (4p)

Losning: Enligt faktoriseringskriteriet ér ¢ tillréicklig (och besitter di egen-
skapen i a)) om tétheten kan faktoriseras som f(x]0) = g(t(x), 0)h(z). Genom
att utnyttja att variablerna ar obeoende far vi

n

f(216) = T £(xil6) = (260)" [ ] s exo(—baF)

i=1 =1

= (20)" exp(—0t(x)) x sz = g(t(x),0) x h(z),

och drar slutsatsen att ¢ ar tillracklig.

¢) Bestdm maximum-likelihood skattaren av ¢ = 1/6 och visa att den &r
vantevéardesriktig. (4p)



Lo6sning: Log-likelihood funktionen
1(0) = nlog(20) — 0 Zx? + Z log(x;),
i=1 i=1

maximeras av 0 = n/> " | #?. Maximum-likelihood skattaren av ¢ = 1/6

ges darfor av ¢ = 1/ = Y0 2?/n. Da E(p) = E(X}) = 1/ = ¢ ar den
vantevardesriktig.

Uppgift 2

a) Lat aprioriférdelningen for 6 vara en Exp(\) fordelning med téthetsfunk-
tion f(O|A) = Aexp(—A0) for ett givet virde pa A. Visa att aposterior-
iférdelningen for 6 kan skrivas pa formen f(6|z) o 8% exp(—bf) och bestdm
a och b. (5p)

Losning: Aposterioriférdelningen

f(0lx) o f(]0) > f(O[A) o< 0" exp(*ﬂzxf) x exp(—A0)

= 0" exp(=()_ 27 +\)6),
i=1

ar pa den efterfrigade formen med a =n och b= 3" , 2 4+ A\

b) Beskriv hur man kan anvinda parametrisk Bootstrap for att konstruera
ett 95% konfidensintervall f6r . Din beskrivning skall vara s& detaljerad
att en programmerare kan folja den utan att gora egna héarledningar av
resultat. Du kan anta att programmeringsspraket kan simulera oberoende
slumptal fran fordelningen for X; givet ett virde pa 0. (5p)

Losning: Flera mojligheter, t.ex.
e Bestém virdet pa 6 = n/ " 2.
e Simulera N = 10000 vektorer z(/) = (mij) ...,x%j)), j=1,...,N, in-
nehillande oberoende slumptal fran f(x|0).
e For varje vektor 2U) i foregaende steg, bestdm éj =n/ Z?:l(xf;j))z.

e Sortera virdena 91, ey Oy i vixande ordning, ett konfidensintervall ges
med undre grans i virde nr 250 och 6vre i virde nr 9750 i storleksordning.

Uppgift 3

a) Lét ¢ vara maximum-likelihood skattaren i 1c), bestim grinsvirdet lim,, o nVar ().
(5p)



Losning: A .
Vi har att ¢ = ¢g(f) = 1/6. Ur maximum-likelihood skattarens asymptotik fis

A

att limy, oo nVar(0) = 1/J1(0), dar J;(0) ar forvintad Fisherinformation i en
observation. Vi har genom att derivera loglikehoodfunktionen tva ganger att

1(6) = —E(d®1og(£(X,10))/d6?) = 1/6.
Den efterfragade variansen fas nu med hjalp deltametoden som

g0 11(0)7" =1/6%.

b) Bestdm ett 95% konfidensintervall for 6 baserat pa score-funktionen. (5p)

Losning;:
Ett score-baserat intervall fas som

{6;—1.96 < 5(6)//J(6) < 1.96} = {6; —1.96 < (n — ezn::c?)/\/ﬁ < 1.96},

efter omflyttning av termer blir detta

n

((n—1.96v/n)/ > a2, (n+1.96v/n)/ > 2?).
=1

i=1

Del 2

Uppgift 4

Lat f(x|0) betdckna tathetsfunktionen till exponentialférdelningen med param-
eter 6, dir f(z|0) = §exp[-x/0] om & > 0 och f(x|f) = 0 annars. Vi har
tva méingder med realiseringar av oberoende slumpvariabler, { X1, Xs,--- , X, }
dér varje element ar ett stickprov fran en exponentialférdelning med parameter
61, och {X], X} --- , X } dar varje element dr ett stickprov fran en exponen-
tialfordelning med parameter 62. Anta att n = 55 och att m = 80. Anta vidare
att stickprovens medelvirden ar X = 0.88 respektive X’ = 1.07.

Utfor ett statistiskt hypotestest med nollhypotesen Hy: 67 = 63 och alterna-
tivhypotesen Hp: 61 # 05, anvéind likelihood ratio testet med signifikansnivan
5%. (10p)



Losning:
Likelihood:  f(z,2'|61,602) = [li-, é exp(—x;/01) H;"':l é exp(—a}/02) =

ﬁexp(fzimi/é)l — >, 75/02).  Log-likelihood: 1(61,02) = —nlnb —

minby =3 @i /00 =32, x5/0s.

ML-estimation 6, and 6s: %1(01,92) =0=0, = X and %1(91792) -0 =
0y = X'.

Under hypothesis Hy : 01 = 6 = 0, [(6; = 6,05 = 0) = —(n+ m)Inf —
LS+ 30, @). 210 = 6,00 = 0) = —(n+m) /0 + (X, 2+ %, 7)) =
0 = é = M.

n+m

na. B > =, \ ntm -
. . . z,x'|01,0 n mX’ n m
Likelihood ratio: A = f;(x’x‘,‘é’éj) = ( Xdm X ) /(XX
Likelihood ratio test: Reject Hy if A > K < reject Hy if 2In A > K’, where
K’ is determined by P(2InA > K') = a =0.05 = K' = x?__(1) = x2 ¢5(1) =
3.84.
With n = 55, m = 80, X = 0.88 and X’ = 1.07, 2InA = 1.23 < 3.84 = not

rejecting Hy.

Uppgift 5

a) Lat 0 beteckna sannolikheten att en fabriksprodukt dr defekt, dar
0 <6 < 1. I ett slumpméssigt urval av 30 produkter visade det sig
att 3 var defekta. Anta att sannolikheten att en produkt ar defekt &r
oberoende av de andra produkterna. Anvind Jeffrey’s prior for att hitta
posteriorférdelningen av 6. (5p)

Losning: Denote X the number of defected products, likelihood function:
X0 ~ Bin(n,6). Jeffrey’s prior m(6) o \/1(6), where I() = —Exo[-55(6)]

is expected Fisher Information, S() = 41(9) is the Score function, /() =

zlog(0)+(n—x) log(1—0) is the log-likelihood. So S(8) = L1(0) = £—2=2 and
1(0) @ 3+ 25 = 071(1—6) "1, implies Jeffrey’s prior w(6) = ~1/2(1—0)~1/2 o
Be(1/2,1/2). Finally posterior distribution of 6 is 8|x ~ Be(z+1/2,n—x+1/2).
With 2 = 3 and n = 30, we have 6|z ~ Be(7/2,55/2).

b) T uppgift 5a) var storleken pa urvalet givet. Vi anvinder nu en annan
urvalsmetod déar vi forsédtter ta produkter tills vi har sett 3 defekta. Det
visar sig att den 30e produkten vi tar dr den tredje och sista defekta.
Anvind aterigen Jeffrey’s prior for att hitta posteriorfordelningen av 6.

(5p)

Losning: Likelihood function: X|6 ~ NBin(r,6). Log-likelihood I(8) =
log[0"(1 — 6)*] = rlog(#) + xlog(l — ), score function S() = 7 — %5,
expected Fisher Information I(d) o 672(1 — §)~! and so Jeffrey’s prior
(@) = 07'(1 — 6)~Y/2 o Be(0,1/2). Finally posterior distribution of @ is
Olz ~ Be(r,z + 1/2). With = 27 and r = 3, we have 6|z ~ Be(3,55/2).

Uppgift 6

Lat X;., bestd av n oberoende observationer fran en bivariat normalférdelning
4o S

med véintevardesvektor g = 0 och kovariansmatris ¥ = < 3 a)’ dar o > 0.



a) Bestam ML-skattarna dyr, och BML. (5p)

Losning: First 271 = ﬁ <_04ﬂ ;5) Log-likelihood I(a,8) =
>, <log|2| + (24, y) 27! (i’)) = —Z%log(4a? — B?) — = —2 “5z with
Q= Z? 1(aa? — 2Bz;y; + 4ay?). Components of the score vector 4i(c, B) =

(4<,v2 /32)2 - 4a21—52 [40”7’ + Z?:l('r? + 42»/12)] and %l(aw@) = (4a22 B)2 +
4a2 7 [6n+2 ZZL 1 %i¥i]). Set score vector to zero results in 3 820‘@62 —Ana—A =
0 and j 2 2+nB+B—OW1thA S (@F 4+ 4y?) and B = 23" 2y,
1ndependent of o and 3. Note that Q = «A — SB. After some algebra, we have
A A 5  _ B
amL = 7, and By = -

b) Bestam profil-likelihood-funktionen L, () och estimated-likelihood-funktionen

Le(P). (4p)

2
Losning: L.(3) = L(Gw, 8) o (4n2 B%)"/2 exp [ %ﬁ]
L,(B) = L(Gmw(B), B). ami(p) is solved by %l(a,ﬁ) = 0 with fixed 3, imply-
ing 16namL(8)® — 4Adn(8)? + (88B — 46%*n)amL(8) — B2A = 0 which is a
cubic equation in dyr,(8). Full mark will be given if students arrive this step
and explicit expression of dpr,(f) is not needed.

¢) Beskriv, i termer av resultaten fran a) och b), hur man kan utfora ett
generalized-likelihood-ratio-test av hypotesen Hy: S = 0 pa nivan 5%.

(1p)

’ Lo6sning: See p.148 of the course book.

Lycka till!



