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Uppgift 1

Lat N beteckna antalet h&ndelser under observationsperioden. Givet T géller
att N ~Po(T), och genom att betinga pa T far vi:

a) E[N] = E[E[N|T]] = E[T] = 1;
b) Var(N) = E[Var(N|T)] + Var(E[N|T]) = E[T] + Var(T) = 1 + % = 4,

c) P(N=0)= [ P(N =0|T =t)fr(t)dt = [Fet 1dt = 1(1—e?).

Uppgift 2

a) I denna kedja kommunicerar alla tillstand med varandra. Kedjan &r alltsa
irreducibel, dvs bestar av en enda klass, som da maste vara rekurrent (ef-
tersom kedjan har #ndligt tillstandsrum). Den asymptotiska férdelningen
m = (my,m2,m3) fas som losningen till ekvationssystemet 7P = 7 tillsam-
mans med kravet att m + w9 + w3 = 1:

0.65m +0.4m 4+ 0.3m3 = m

0.2571’1 + 0.571'2 + 0.257‘(3 = T2
0.1my +0.1my + 0.45bw3 = 73
m+me+my = 1.

Detta ger p1 = 20/39 =~ 0.513, dvs kedjan befinner sig i langa loppet i
tillstand 1 51.3% av tiden.

b) Kedjan bestar av klasserna {1}, {2,3,4} och {5,6} (ses bést genom att
rita upp en 6vergangsgraf). Hir dr klassen {2, 3,4} transient eftersom man
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efter dndlig tid ldmnar klassen och dérefter aldrig atervénder. Klasserna {1}
och {5,6} &r rekurrenta (absorberande), eftersom det inte gar att limna
dessa klasser. Klassen {1} har period 1, {2, 3,4} har period 3 och {5,6} har
period 2.

Uppgift 3

a) Det totala antalet bokningar under 2 timmar #r Poissonfordelat med
parameter 4 - 2 = 8.

b) Dubbelrumsbokningarna utgor en Poissonprocess med intensitet 4-0.75 =
3. Antalet dubbelrumsbokningar under 2 timmar &r alltsa Poissonfordelat
med parameter 3 -2 = 6.

c¢) Tiden mellan den forsta och den andra dubbelrumsbokningen &r expo-
nentialférdelad med parameter 3, dvs sannolikheten att den Gverstiger 0.5
timme ges av e 302 = 715,

d) Lat N(t) beteckna antalet bokningar i tidsintervallet [0, t]. Genom att ut-
nyttja att Poissonprocessen har oberoende och stationira inkrement (andra
likheten) och att N(t) ~Po(4t) (tredje likheten) far vi den sokta sannolik-
heten som:

P(N(0.5)=2|N(1)=2) =

P(N(1) =2)
_ P(N(0.5) = 2)P(N(0.5) = 0)
N P(N(1) =2)
22 e 202 1
_ 2 _ =
42 —4 4
2!

Uppgift 4

a) En forgreningsprocess dor sékert ut omm det forvintade antalet barn per
individ inte Gverstiger 1. Hir dr det forvintade antalet barn per individ 2p
och processen dor alltsa sikert ut omm p < 1/2.

b) Lat p; (j = 0,1,2) beteckna sannolikheten att en Binomial(2,0.6)-
variabel antar vardet j. Sannolikheten my att kolonin doér ut da p = 0.6
ges av den minsta roten till ekvationen my = pg+p1mo+ pg?‘(’g , dvs my = 0.44.
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c) Genom att betinga pa antalet individer i generation 1 far vi:

2
P(X9=0) :ZP Xy =0[X1 =j)p; = ZPOPJ—O%
7=0

d) Processen dor forstas ut om den forsta individen inte far nagra barn,
vilket intréffar med sannolikhet 0.5. Om den forsta individen istéllet far fyra
barn, sa dor processen ut om alla processer utgaende ifran dessa fyra barn
dor ut. Sannolikheten att en given process dor ut ar 0.44 enligt berdkningen
i (b), och eftersom processerna utvecklar sig oberoende av varandra, sa blir
den totala sannolikheten for utdéende 0.5 + 0.5 - 0.44* = 0.52.

Uppgift 5

Systemet kan modelleras som en Markovkedja i kontinuerlig tid med tre
tillstand 0,1,2, dar O representerar att maskinen dr ledig, 1 att maskinen
anviands och 2 att maskinen rengors. De mojliga dvergangarna ér 0 — 1
(intensitet A), 1 — 2 (intensitet ;) och 2 — 0 (intensitet po). Kedjan &r
dndlig och irreducibel, vilket betyder att det existerar en gréansférdelning
{pn}. Vi soker py. Enligt balansekvationerna har vi att

Apo = pap2
Hp1r = Apo
Hep2 = H1P1,

vilket tillsammans med villkoret att pg + p1 + p2 = 1 ger

AN
<1++ > =1.
p 2
12

Alltsfi féir vi Po = m

Uppgift 6

a) Systemet utgor en M/M/1-ké med tillstromningsintensitet A = 1 kund
per timme och betjiningsintensitet ;1 = 2 kunder per timme. Vi har i kursen
analyserat ett sadant system och sett att den genomsnittliga tiden W i
systemet fér en kund ges av 1/(x — A) = 1 timme. Den genomsnittliga
betjéningstiden &dr 1/p = 1/2 timme, och den genomsnittliga kétiden Wy
blir alltsa 1 —1/2 = 1/2 timme (30 minuter).
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b) Vihar nu att gora med en M /M /2-ké. Denna utgér en fodelse-dédsprocess
med A\, = 1 {or alla n, u; = 2 och p, = 4 for n > 2 (om bada termina-
ler &r upptagna ar tiden tills nagon ay dess tva kunder lamnar systemet
Exp(4)). Med r,, = % =1 (3)" for n > 1 sd ges den asymptotiska
fordelningen av p,, = r,po och pg = (1 +>_7° 7)1, Vi har att

> ITe=/1\" 1 1 2
;”‘22@ =3 1173

_1
n=0 4

vilket ger pg = % och p, = % (i)n for n > 1. Den genomsnittliga totala tiden

W som en kund tillbringar i systemet ges av AL dar L &r det genomsnittliga
antalet kunder L i systemet:

- 6= (1\" 8
b= =53 (5) =55
n=1 n=1
Den genomsnittliga betjaningstiden &r fortfarande 1/2 timme. Den genom-
snitttliga kotiden blir alltsa % — % = %. Kotiden har alltséd minskat fran 30

minuter till 2 minuter.



