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Varje korrekt löst uppgift ger 10 poäng. För godkänt betyg krävs minst 20
poäng p̊a basdelen. Den sv̊arare delen rättas endast om basdelen är godkänd
och betyget sätts d̊a utifr̊an poängen p̊a den sv̊arare delen: E:0-6, D:7-12,
C:13-18, B:19-24, A:25-30. Resonemang skall vara klara och tydliga att följa.
Införda beteckningar ska definieras.

————————————————————————————————–
Försäkran. Dina inlämnade lösningar behöver inneh̊alla ditt namn samt
följande passage för att bli godkända: Jag försäkrar p̊a heder och samvete
att jag inte f̊att hjälp av n̊agon annan person för att lösa dessa uppgifter.
————————————————————————————————–

Basdel

Uppgift 1

Ett mynt som ger krona med sannolikhet p kastas tills man observerar den
första kronan. Man genomför sedan en andra kastsekvens med samma antal
kast N som krävdes för att observera den första kronan. L̊at X beteckna
antalet kronor i denna andra kastsekvens.

a) Vilken fördelning har N?

b) Beräkna väntevärdet för X (som funktion av p).

c) Beräkna variansen för X (som funktion av p).
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Uppgift 2

En Markovkedja i diskret tid med tillst̊and {0, 1, 2} beskrivs av figuren ne-
dan, där cirklarna anger tillst̊and och pilarna markerar möjliga överg̊angar
med överg̊angssannolikheter angivna. Här är c en konstant.
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a) Ange överg̊angsmatrisen för kedjan, med tillst̊anden i nummerordning
{0, 1, 2}.

b) Ange för vilka värden p̊a c som matrisen är en korrekt överg̊angsmatris.

c) För vilka av de till̊atna värdena p̊a c är kedjan reducibel respektive irre-
ducibel? Ange klasserna och om de är rekurrenta eller transienta.

d) Tag c = 0 och l̊at Xn beteckna kedjans tillst̊and vid tid n. Beskriv hur
man, med hjälp av överg̊angsmatrisen, kan beräkna P (Xn = j|X0 = i) för
godtycklig tidpunkt n och godtyckliga tillst̊and i och j. Bestäm en matris
som anger resultatet d̊a n = 2.

Uppgift 3

Till en telefonväxel hos en bank inkommer fr̊agor fr̊an företagskunder enligt
en Poissonprocess med intensitet ett samtal varannan minut och samtal fr̊an
privatkunder enligt en oberoende Poissonprocess med intensitet tv̊a samtal
per minut. Vad är sannolikheten att:

a) det dröjer mer än en minut innan det första samtalet inkommer?

b) det första samtalet är fr̊an en företagskund?

c) de fem första samtalen är fr̊an privatkunder?
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Sv̊arare del

Uppgift 4

En individ som bär p̊a en smittsam sjukdom anländer till en mycket stor
stad. Individen för smittan vidare till andra personer, som i sin tur för
smittan vidare. Antag att varje individ är smittsam under en dag och under
denna dag träffar ett antal personer som är Poissonfördelat med väntevärde
10, och att varje person som individen träffar smittas med sannolikhet p.
De personer som individen smittar blir smittsamma dagen efter.

a) Vilken typ av process används lämpligen för att approximera spridningen
av smittan?

b) Ange väntevärde och varians för antalet smittade efter fem dagar (som
funktion av p).

c) För vilka värden p̊a p dör smittan s̊a småningom ut med sannolikhet 1?

d)Vad är sannolikheten att smittan s̊a småningom dör ut om p = 0.3? Svaret
kan anges som en sluten ekvation (dvs i termer av elementära funktioner)
som inte behöver lösas.

Uppgift 5

Kunder kommer till en betjäningsstation där betjäningstiderna är exponen-
tialfördelade med väntevärde 1 minut. De aktuella kunderna har den egen-
heten att de alltid anländer i par, tv̊a och tv̊a tillsammans, och de vill inte
dela betjäningsstationen med andra kunder. Detta innebär att ett par en-
dast ansluter sig till betjäningssystemet om det är tomt. De tv̊a i paret
blir betjänade var för sig, vilket innebär att en av kunderna f̊ar köa medan
den andra betjänas. Paren med potentiella kunder kommer enligt en Pois-
sonprocess med intensiteten 0.3 par per minut. Avgör om det existerar en
gränsfördelning för antalet kunder i systemet samt, om s̊a är fallet, bestäm
denna fördelning.

Uppgift 6

Ett festivalomr̊ade best̊ar av tv̊a delomr̊aden O1 och O2, där besökarna
först anländer till delomr̊ade O1. Fr̊an O1 finns en utg̊ang mot Drottning-
gatan (D) och fr̊an O2 finns en utg̊ang mot Kungsgatan (K). En indi-
vids förflyttningar kan beskrivas av en Markovkedja i diskret tid med till-
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st̊andsrum {O1, O2, D,K} och överg̊angsmatris

P =


3/4 1/4− α α 0
1/8 3/4 0 1/8
0 0 1 0
0 0 0 1

 .

a) Om varje tidssteg i Markovkedjan tar 1 timme, hur många timmar tar
det i genomsnitt innan individen lämnar festivalomr̊adet? Ange svaret som
funktion av den okända parametern α.

b) För vilket/vilka värden p̊a parametern α gäller att sannolikheten att
individien lämnar omr̊adet via utg̊angen mot Drottninggatan är minst 1/2?

Lycka till!


