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Uppgift 1

a) N éar for-forsta-gangen-fordelad med parameter p, dvs P(N = n) =
(1—=p)"p.

b) Givet att N = n sa har vi att X ~ Bin(n, p), och genom att betinga pa
N far vi E[X] = E[E[X|N]] = E[Np] = L -p= L.

c) Var(X) = E[Var(X|N)] + Var(E[X|N]) = E[Np(1 — p)] + Var(Np) =
Lop(1—p)+ SEp? = 2(1 - p).

Uppgift 2

a) Overgangmatrisen blir

0 06+c 04—c
P = 0 06+c¢c 04-—c
0.5 0.5 0

b) Elementen i en dvergangsmatris dr sannolikheter och ska ligga mellan
0 och 1. Alltsa maste vi ha att ¢ € [—0.6,0.4]. (Det maste dven gélla att
radsummorna dr 1, men det dr uppfyllt for alla val av c.)

c) For ¢ € [-0.6,0.4) kommunicerar alla tillstand med varandra, dvs kedjan
ar irreducibel och bestar av en enda klass som da maste vara rekurrent. For
¢ = 0.4 dr kedjan reducibel och varje tillstand utgor en egen klass, déir {0}
och {2} dr transienta och {1} &r rekurrent (absorberande).



Losning Stokastiska processer och simulering I, 15 mars 2015 2

d) Lat P(™ beteckna Gvergangsmatrisen i n steg, dvs pa rad 4 i kolumn j
finner vi P(X,, = j|Xo = j). Vi har da att P(®) = P". For ¢ = 0 och n = 2
fas

0 06 0477 0.2 0.56 0.24
PO —_pP2—| 0 06 04| =] 02 056 024
05 05 0 0 06 04

Uppgift 3

a) Det totala inflodet av samtal #r en Poissonprocess med intensitet 2.5
samtal per minut. Tiden till den forsta hindelsen i en sddan process &r
exponentialférdelad med paramter 2.5, och sannolikheten att den Gverstiger
en minut ges alltsa av e~ 2 ~ 0.082.

b) Tiden T} till det forsta samtalet fran en foretagskund &r exponenti-
alfordelad med parameter 0.5 och tiden T, till det forsta samtalet fran en
privatkund &r exponentialfordelad med paramter 2. Den sdkta sannolikheten
ges av P(Ty < T)) = %5;2 =0.2.

c) Enligt minneslosheten hos Poissonprocessen dr sannolikheten att néista
samtal &r fran en foretagskund P(T), < Ty) = 0.52ﬁ = 0.8, och eftersom en
Poissonprocess har oberoende inkrement blir sannolikheten att de fem forsta
samtalen dr fran privatkunder 0.8° ~ 0.33.

Uppgift 4

a) Smittspridningen approximeras lampligen av en forgreningsprocess med
Poisson(10p)-fordelad avkomma. Individerna i generation n bestar hir av
de som smittats av individerna i generation n — 1.

b) Lat X, beteckna antalet smittade individer efter n dagar. Om den
forviintade avkomman dr p och variansen o2 sa giller da att E[X,] = u"
och Var(X,) = JQM”*“L—:S (u # 1) respektive Var(X,,) = no? (u = 1). 1
varat fall har vi u = 0% = 10p, vilket ger E[X;] = (10p)® och Var(X;) =
10 _

%77(110@5 (p # 0.1) respektive Var(X5) =5 (p = 0.1).

c¢) En forgreningsprocess dor ut med sannolikhet 1 om varje individ genererar
i genomsnitt hogst ett barn. Har ar det forvintade antalet nysmittade som
en smittad ger upphov till 10p, dvs processen dor ut med sannolikhet 1 omm

10p < 1,dvs p <0.1.
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d) For p = 0.3 ar avkomman Poisson(3)-fordelad. Lat p; beteckna sanno-
likheten att en individ ger upphov till j nysmittade individer, dvs p; =
37e73/4!. Sannolikheten 7 for utdéende ges da av den minsta positiva roten
till ekvationen p = Zj’;o mIp;. Vi har att

ijpj — 3 Z P)” _ e 330 — 63(1)71)’
J=0 ‘

1l
=0 I
och far alltsa ekvationen p = e3P~ (som kan lésas numeriskt och ger
p = 0.056).
Uppgift 5

Lat X(t) vara antalet kunder i systemet vid tid ¢. Processen X (t) hoppar
tva steg uppat nir det kommer en grupp om tva kunder och ett steg nedat
da en kund ldmnar systemet. Processen dr saledes inte en fodelse-dods-
process. Eftersom ankomstprocessen har oberoende dkningar och eftersom
exponentialfordelningen saknar minne sa dr X (¢) dock en Markovprocess.
Tillstandsrummet &r {0, 1,2} och mdjliga 6vergangar &r 0 — 2 (med inten-
sitet 0.3), 1 — 0 (med intensitet 1) och 2 — 1 (med intensitet 1). Kedjan &r
dndlig och irreducibel, vilket betyder att det existerar en gréansférdelning.
Intensitetsmatrisen (dér vi skriver intensiteterna med vilka vi rér oss mel-
lan tillstanden utanfor diagonalen, och den sammanlagda intensiteten med
vilken vi lamnar tillstandet med omvént tecken pa diagonalen) blir da

—-03 0 0.3

Q= 1 -1 0

0 1 -1
Gransfordelningen © = (71,72, 73) bestims av 7Q) = 0 (balansekvatio-
nerna) tillsammans med villkoret att m + my + m3 = 1, vilket ger 7 =

(0.625,0.1875,0.1875).

Uppgift 6

Tillstanden O7 och Os ar transienta och tillstanden D och K &r rekurrenta
(absorberande). Overgangmatrisen kan skrivas som

_(Pr R
= (T 1)
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3/4 3/4—«

dér Pr = [1/8 3/4

} svarar mot Overgangar mellan de transienta till-

a 0
0 1/8
sienta till de absorberande tillstanden.

standen O; och O och R = { ] svarar mot overgangar fran de tran-

a) Tiden som processen tillbringar i de transienta tillstanden innan den
till slut hamnar i nagot av de absorberande tillstanden ges av elementen i
matrisen S = (1 — P7)~L. Vi far

o= [ ) R )

Eftersom kedjan startar i tillstand O1, sa ges det genomsnittliga antalet
tidssteg som kedjan tillbringar i de transienta tillstanden innan absorption
av
32(1 — )

1+4a -
Eftersom varje tidssteg tar 1 timme, sa &r detta ocksa den genomsnittliga
tiden (rdknat i timmar) som en person tillbringar pa festivalomradet innan
hen lamnar omradet.

81,1 + 812 =

b) Sannolikheten att absorberas i tillstand D om man startar i tillstand O

ges av
8ar

1+4a’
Ska denna sannolikhet vara storre &n 1/2 far vi att o > 1/12. Vi noterar

att vi dven maste ha o < 3/4 (for att alla element i 6vergangsmatrisen ska
ligga mellan 0 och 1). Vi far alltsa o € [1/12,3/4].

(SR)121 = as11 =



