MT5002 — Sannolikhetsteori II — (hem-)tentamen

Datum Onsdag 3 juni, 2020

Examinator Daniel Ahlberg

Hjalpmendel Kursboken samt annan litteratur, bekrdkningsprogram, etc.
Samarbete eller annan assistens av nagon person ar ej tillaten.

Bed6mning Tentamen bestar av en basdel och en betygsgrundande del, vilka
bestar av 20 respektive 40 poéng var. Vid godkéant resultat pa basdelen réttas
aven den betygsgrundande delen, vilken bestammer betyget. For hogre be-
tyg (A och B) krévs, utéver uppnadd podngniva, att 16sningarna som helhet
bedoms valskrivna och vélmotiverade. Ett antal inldmningsuppgifter under
kursens gang har kunnat generera upp till sex bonuspoéng, vilka rdknas in
i den betygsgrundande delen. Féljande granser géller for att uppna de olika
betygsstegen (bonuspoéng inrdknade):
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Vilmotiverade och fullstandiga l1osningar krévs for full poang. Partiella losningar
kan ocksa ge poang.

Forsikran. Dina inlamnade l6sningar behdver innehalla ditt namn samt
féljande passage for att bli godkanda: Jag forsikrar pa heder och samuvete att
jag inte fatt hjdlp av nagon annan person for att losa dessa uppgifter.

Basdel

Uppgift 1. Lat (X,Y) vara en slumpvektor vars tathetsfunktion ges av
fxy(z,y) = xye_(z2+y2)/2 for x > 0,y > 0.

Bestdm marginaltdtheterna och avgér om X och Y &r oberoende eller ej. (4p)

Uppgift 2. Lat X vara Poissonfordelad med parameter A och lat Y givet
X = n vara binomialférdelad med parametrar n och p. Berikna E[Y?]. (4p)

Uppgift 3. Lat X vara en stokastisk variabel vars momentgenererande funk-
tion uppfyller ¥x (1) = 2 och ¥ x(2) = 4.

(a) Visa att Y = eX #r konstant. (2p)
(b) Visa att ¥x(t) = 2! for alla t € R. (2p)

Uppgift 4. Lat X, Xo,... vara oberoende stokastiska variabler som &r lik-
formigt fordelade pa intervallet [0,1]. Satt M, = max{X;, Xsa,...,X,} och
visa att n(l — M,,) konvergerar i fordelning, da n — oo, mot en exponen-
tialférdelning med vantevéarde 1. (4p)



Uppgift 5. Avgor vilka av foljande matriser som utgor kovariansmatriser
for nagon slumpvektor. Motivera ditt svar. (4p)
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Uppgift 6. Lat (X,Y) vara en slumpvektor vars tathetsfunktion ges av

1/3 for0<z<20<y<l1,

fX,Y(fL‘,?J) = {1/12 for0<z< 2,1 <y <3.

(a) Avgor huruvida X och Y &r oberoende eller €j. (5p)

(b) Bestdm de momentgenererande funktionerna for X, Y och X +Y. (5p)

Uppgift 7. Lat X = (X1, Xo, X3, X4)' vara en multivariat normalférdelad
slumpvektor med vantevardesvektor p och kovariansmatris A givna av
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Lét U= (Xl,XQ — Xl)/ ochV = (Xg — X4,X4)/.
(a) Bestdm fordelningarna for U och V. (4p)
(b) Avgor om U och V har tathetsfunktioner och ange i sa fall dessa. (3p)

(c) Bestdm den betingade fordelningen for Xz — X4 givet X4 = 0. (3p)

Uppgift 8. Adam, Berit och Cesar delar en cylindrisk tarta med radie 1.
Adam tar for sig forst. Han delar tartan genom att forst skdra tartan fran
dess mittpunkt till en godtyckligt vald punkt pa randen, for att sedan vélja
en likformigt fordelad punkt pa randen och skar tartan pa nytt fran dess
mittpunkt till denna punkt. Adam tar den bit av tartan som ligger moturs
mellan den godtyckligt valda punkten och den likformigt valda punkten. Berit
delar den aterstaende biten genom att pa nytt véilja en punkt likformigt pa
randen av den aterstaende delen av tartan och skér fran mittpunkten. Cesar
far den aterstaende biten. Berdkna forvantad andel av tartan som tillfaller
var och en. (10p)

Fértydligande: Alla snitt sker med tartan sedd fran ovan. Adams likformigt
valda snitt sker oberoende av det godtyckliga snittet.



Uppgift 9. Lat Xi, Xs,... vara oberoende stokastiska variabler som antar
véardena +1 och —1 med lika sannolikhet. Satt S = X1 + Xo + ... + X}, for
heltal & > 1. For heltal n > 1, lat Y,,(¢) ange den (slumpmaéssiga) funktion
som for ¢ = k/n antar virdet Sy//n, samt pa intervallet [k/n, (k + 1/n)]
interpolerar linjart mellan Sy //n och Sk11/v/n. Med andra ord géller det for
n >1ocht >0 att

1 tn — [tn|
Fixera t > 0 och visa att Y, (?) 4 N(0,t) da n — oco. (10p)
Fortydligande: |x]| anger heltalsdelen av z, dvs storsta heltal mindre &n x.



