MT5002 — Sannolikhetsteori II — (hem-)tentamen

Datum 18 augusti, 2020

Examinator Daniel Ahlberg

Hjalpmendel Kursboken samt annan elektronisk eller fysisk litteratur, ber-
dkningsprogram, etc. Samarbete eller assistens av nagon person ar ej tillaten.
Bed6mning Tentamen bestar av en basdel och en betygsgrundande del, vilka
bestar av 20 respektive 40 poéng var. Vid godkéant resultat pa basdelen réttas
aven den betygsgrundande delen. Ett antal inlamningsuppgifter under kursens
gang har kunnat generera upp till sex bonuspoéng, vilka rdknas in i den betygs-
grundande delen. Foljande granser géller for att uppna de olika betygsstegen
(bonuspoang inrdknade):

A B C D E
Basdel 14
Betygsgrundande del | 40 30 20 10 O

Valmotiverade och fullstéandiga l16sningar kravs for full podng. Partiella 16sningar
kan ocksa ge poéng.

Forsdkran. Dina inlamnade 16sningar behover innehalla foljande passage
for att bli godkénda: Jag férsikrar pa heder och samvete att jag inte fatt hjalp
av nagon annan person for att losa dessa uppgifter.

Basdel

Uppgift 1. Lat X vara en multivariat normalférdelad slumpvektor med ko-
variansmatris som ges av nagot av foljande:

1 00 1 01 1 00
Ar=10 2 0 Ao=10 2 2 As=1(0 2 1
0 0 0 1 2 3 01 3
Motivera i vilka fall en tathetsfunktion existerar. (3p)

Uppgift 2. Lat X7, Xo,... vara oberoende Bernoulli-fordelade variabler med
parameter p Lat N vara Poisson-fordelad med parameter A\, samt oberoende
av X1, Xo,.... Satt Y, = X1 + Xo + ... + X,, och berékna E[Yx]. (3p)

Uppgift 3. Lat X och Y vara stokastiska variabler med tathetsfunktioner

2/3 for 0 <y <1,

|
— " fr0<z<4 och -
Jx@)=7 Bro<zsd oh fy(y) {1/6 for 1 <y < 3.

Bestdm de momentgenererande funktionerna for X och Y. (4p)



Uppgift 4. Lat (X,Y) vara en slumpvektor vars tathetsfunktion ges av

1

48(3x2y—6x2—y+2) for1<z<22<y<6.

fX,Y(UC,y) =

Marginaltitheten for X ges av fy(z) = 3(3z% — 1) for 1 < z < 2. Bestim
marginaltdtheten for Y och avgér om X och Y dr oberoende eller ej. (5p)

Uppgift 5. Lat X, vara en stokastisk variabel vars tathetsfunktion ges av
folz)=c,(1+e ) forx e |0,n],

dir e, = (n+1—e ™"t ochn > 1. Visaatt ¥, = X,/n konvergerar i
fordelning da n — oo mot den likformiga fordelningen pa intervallet [0, 1].
(5p)

Betygsgrundande del

Uppgift 6. Lat X = (X7, X3, X3)’ vara en multivariat normalfordelad slumpvek-
tor med véntevérdesvektor p och kovariansmatris A givna av

1 1 2 1
w=10 och A=12 5 3
1 1 3 5

Lat Y = (Xl,XQ - X1, X1+ X3 — XQ)/.
(a) Bestdm fordelningen for Y och avgdér om Y har en tdthet. (5p)
(b) Berikna E [X1(X2 — X1)(X1 + X3 — X3)]. (5p)
Uppgift 7. En viktad sexsidig tdrning ar konstruerad sa att sannolikheten

for ett visst utfall &r proportionerligt mot antalet 6gon (d.v.s. prickar). Lat X
ange antalet 6gon vid ett kast med tarningen.

(a) Bestam den sannolikhetsgenererande funktionen for X. (4p)

(b) Lat Y ange 6gonsumman utav tre (oberoende) kast med térningen.
Bestdm P(Y = 19) genom att studera den sannolikhetsgenererande
funktionen for Y. (6p)



Uppgift 8. Lat (X,Y) ange koordinaterna for en likformigt fordelad punkt
pa kvadraten [0, 1] x [0, 1], och lat D ange avstandet fran punkten (X,Y") till
rata linjen mellan (0,0) och (1,1).

(a) Bestdm P(D > x) for x > 0. (5p)

(b) Positionera enligt ovanstaende forfarande punkter likformigt pa [0, 1] x
[0, 1] oberoende av varandra. Lat Dj, Do, ... ange de avstand fran di-
agonalen som motsvarande punkter bildar. Visa att

p, 1 .
max{D1y,Da,...,D,} - — dan — oco. (5p)

V2

Ledning: Rita en figur 6ver hiandelsen {D > x}.

Uppgift 9. Doris och Emir gar in pa ett kasino. De satsar upprepade ganger
pengar pa ett spel som med sannolikhet 1/3 betalar tillbaka insatsen samt lika
mycket i vinst, och i annat fall tar insatsen ifran dem. Emir tycker att de skall
satsa enligt en strategi dér de i forsta omgangen satsar 1 krona, och for var
vinst okar insatsen med 1 krona, men vid forlust ater sdnker insatsen tillbaka
till 1 krona. Doris féredrar att de satsar 1 krona i samtliga spel.

(a) Lat N ange antalet omgangar tills dess att forsta forlusten intréffar.
Berikna forvéntad utdelning (d.v.s. kapitalférandring) under de N forsta
omgangarna vid spel med Emirs strategi. (5p)

(b) Lat Z, ange kapitalforiandringen under n spel med Emirs strategi. Lat
Ny, ange antalet omgangar tills de forlorat k& spel. Visa att Zy, /N
konvergerar i sannolikhet da k& — oo och bestdm grénsvérdet. (5p)

Fértydligande: Enligt Emirs strategi fortsatter de efter forsta forlusten att 6ka
insatsen vid vinst, och atergar till 1 krona i insats efter varje férlust. Spelets
olika omgangar kan antas vara oberoende av varandra.



