Stockholms universitet, Institutionen for matematik

Tentamen i MT7027, Riskmodeller och reservsattning inom sakforsakring, 22 Mars
2019, 9:00-14:00.

Examinator: Filip Lindskog, lindskog@math.su.se

Tillatna hjdlpmedel: 1) Minirdknare fran institutionen, 2) Valfri litteratur skriven
pa papper.

Aterldmning: meddelas via kursforum.

Argument och berdkningar ska vara tydliga och latta att folja. For standardnor-
malfordelningen géller: ®71(0.95) ~ 1.64, ®~'(0.975) ~ 1.96, ®~1(0.995) ~ 2.58.

Uppgift 1

Betrakta en idealiserad forsakringsmarknad med 1 aterforsakringsbolag och n >
2 identiska forsakringsbolag vars totala skadebelopp Si,...,S, ar oberoende och
likafordelade med egenskapen

lim P(Sk > /\ZL‘)

z—o0 P(Sg > 1)

for alla A > 0 och nagot a > 0. Antag att aterforsdkringsbolaget overvager tva
alternativ: antingen att aterforsékra ett av bolagen fullt ut, dvs ta hela skadekost-
naden, eller att aterforsikra samtliga bolag genom proportionell aterforsikring med
andelen 1/n for samtliga. Berdkna approximativt kvoten, uttryckt i n och «, av
sannolikheterna for att aterforsakringsbolagets skadekostnad Overstiger ett mycket
stort skadebelopp for de tva alternativen. Tolka resultatet. (10 p)

Uppgift 2

Betrakta ett forsakringsbolag som erbjuder identiska forsakringsprodukter till kun-
der som drabbas av skador oberoende av varandra, med skadebelopp per kontrakt
X1, X,,... som ar oberoende och likafordelade, och oberoende av antalet kon-
trakt med skador. Givet den nuvarande premien py per kontrakt dr antal kontrakt
Poissonfordelat med parameter p. Givet en annan premie p; ar antal kontrakt
Poissonfordelat med parameter p(po/p1). Bestdm véntevirde och varians for net-
tointakten, dvs premieintakter minus skadeutbetalningar, givet en godtycklig premie

Uppgift 3

Betrakta historiska aggregerade utbetalningar for en viss produkt i skadetriangeln
(skadetrapezoiden) i Tabell 1. Anvénd chain-ladder-metoden for att

(a) Prediktera Cl 5.
(b) Skatta medelfelet for prediktorn i (a). (

—
Gt Ot
T T



fort. tentamen 1 MT7027 2019-03-22 2

1 2 3 4 5
3487 8203 9831 11540 12060
4415 9359 10741 12167 13057
4971 9962 10915 11486 (s
3470 8561 9809 Chy  Cys
B854 12783 Cis  Ciq Cus
6418 Csp  Cs3  Csy  Csj

Q= W N = O

Table 1: Kumulativa utbetalda belopp. For i +k > 6 ar C;, annu inte observerbar.

Uppgift 4

Betrakta historiska aggregerade utbetalningar for en viss produkt i skadetriangeln
(skadetrapezoiden) i Tabell 1. Ett nystartat bolag erbjuder samma produkt och
bedomer utvecklingsmonstret for skador 6ver tid fran ett visst skadear kan skattas
med chain-ladder-metoden pa skadetriangeln 1. Parametrarna fi,..., f4,01,...,04
antas skattade och kan har betraktas som kdnda. Antag att "nu” &r i borjan av det
forsta skadearet for bolaget. Antag att den totala skadeutbetalningen under forsta
utvecklingsaret ar normalfordelad med véntevarde p och standardavvikelse v. Antag
att diskonteringsfaktorerna ges av d(0,t) = 1/(1 4 r)" och att rdntan r inte dndras
med tiden. Bestdm storleken pa det kapital som ska placeras i en riskfri 1-arig
nollkupongsobligation, prissatt enligt en diskonteringsfaktor ovan, for att bolaget
ska anses solvent enligt riskmattet VaRg o5 med 1-arig tidshorizont. (10 p)

Uppgift 5

Ett forsakringsbolag har ett totalt skadebelopp for en viss produkt som antas beskri-
vas val med en sammansatt Poissonfordelning dar antalet skador ar Poissonférdelat
med parameter 1000 och skadebeloppen ar lognormalfordelade med vantevéarde 100
och standardavvikelse 40. Ett aterforsakringsbolag erbjuder ett XL-skydd med un-
dre brytpunkten 180 och ingen 6vre brytpunkt for samtliga kontrakt.

(a) Uttryck totala skadekostnaden for aterforsékringsbolaget som en sammansatt
Poissonfordelad variabel. (5 p)

(b) Bestam aterforsakringspremien da den svarar mot 110% av den forvantade totala
skadekostnaden for aterforsakringsbolaget. (5 p)
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Uppgift 1

De tva skadekostnads-variablerna for aterforsakringsbolaget ar

1 n
Ry =5, Ry=-3% S
k=1

Genom att anvianda subexponentialitet och reguljar variation fas

P(Ry >x) P(S; > )
P(Ry >z) P(Si+---+ S, > nx)
. P(Si>2)
T nP(S; > nx)
_ 1 P(Sy > (1/n)nx)
n P(S, > nx)
()

Q

Alltsa, om « > 1 ar det mer riskfyllt, i termer av sannolikhet for mycket stora
forluster, att enbart aterforsikra ett bolag jamfort med att delvis aterforsakra
samtliga. Om « € (0,1) géller det omvénda.

Uppgift 2

Nettointakten ar
N
Y =% Zi=(m-X), N~ Pois<u@>.
1 P

Y har en sammansatt fordelning pa standardform. Foljaktligen, notera att E[N] =
Var(N),

B[Y] = BIN]B[Z)] = 2 (i — BIX,]),
Var(Y) = E[N] Var(Z;) + Var(N) E[Z,)?
= E[N]E[Z ]
= E[N]E[(p1 — X1)?]
=2 (o}~ 2p B[] + BT
Uppgift 3

Coa+ Cra+ Coy ~  Cos+Cis
v Ja=m
Cos+ Cis+ Cos Coa+Cig

63,5 = C3,3ﬁ,}/€17 J/C;) =

fs = 1.117699, fy = 1.059476, Cs5 = 11722.16
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(b)
—= 52/ 1 1
mse(Cls5) 5’5;?,;(637;@ 25 k:C )
A 8_% 1 1 04 1 1
B 35[f32<033 * Co,3+01,3+02,3> i) f4 <C’34 * 00,4‘1'01,4)]

[
S
S
.t';)

1 1 1 1
[;2 <C33 - Cosz+Cis+ C'2,3> - Zl <C'33f3 " Coa + C’174>]

dar

1
7, N ~ CZ ~
Zag( . —f3> , az:;ciﬁl(czi -

— 1)2

G35 = 6.327915, 5, = 2.161611, mse(Cs5) = 812.7965
Uppgift 4

X1+Zd1t (X, | Fi] = X1+Zd t— 1 E[X, | X1]

dar X; ~ N(u,v?) och, enligt chain-ladder-metoden,

EX, | Xi] = Xi(fi — 1),
E[X3 | Xi] = X1 fi(fa — 1),
E[Xy | Xi] = Xififo(fs — 1),
E[X;5 | Xo] = Xafifofs(fa —1)

Alltsa,

Ly=Xi-c, c:=1+d(0,1)(fy =1)+d(0,2)f1(f2 = 1) +--- +d(0,4) f1fof3(fs — 1)
som ar normalfordelad med E[L;] = - ¢ och Var(L;) = v*c*. Darfor ar

poctv-c-®710.995) p-c+258-v-c
1+r - 1+r

VaR(] 005 (0 L1 )

beloppet som kravs (och ska investeras i en 1-arig nollkupongsobligation) for solvens.
Uppgift 5
Totala skadekostnaden delas mellan aterforsdkringsbolaget och forsakringsbolaget

enligt S = R+ D dar

N N
R=) max(X; —180,0), D =) min(Xy,180), N ~ Pois(1000).

k=1 k=1
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Dekomposition av sammansatt Poisson ger att

M
RL> "7,
k=1

dar M och Zy, Z,,... ar oberoende,
M ~ Pois(1000 - P(X; > 180))

och

P(X, > z + 180)
P(X, > 180)

P(Z, > ) = P(X; >z + 180 | X; > 180) =

Notera att, med W standardnormal,
P(X1>z) =P > 2) =P(W > (logz — p) /o) =1 — &((logz — p)/0).
Storheten som ska beréknas ar 1.1- E[R] = 1.1 - E[M] E[Z,] dar
E[M] = 1000 - P(X; > 180), E[Z] = E[X;] — E[min(X,, 180)].

Johansson s. 32-33 ger att parametrarna for lognormalférdelningen &r, med E[X] =
100, E[X?] = 40 + 1002,

p=2log E[X] — %log E[X?] = 4.53096,
0% = log E[X?] — 2log E[X] = 0.14842.
Vidare galler att, se Johansson s. 32,
ElX] = GWWQ/Z,

log 180 — 11 — 02 log 180 —
E[min(X,, 180)] = e”+02/2<1>( o8 i ) + 180(1 - @(—Og “))
ag g




