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2020, 9:00–17:00.

Examinator : Filip Lindskog, lindskog@math.su.se

Till̊atna hjälpmedel : Lösningar till uppgifterna ska göras självständigt utan n̊agon
form av kommunikation med annan person. Alla hjälpmedel är till̊atna.

Återlämning : meddelas via kursforum.

Argument och beräkningar ska vara tydliga och lätta att följa. Om numerisk lösning
efterfr̊agas och du har brist p̊a tid för numeriska beräkningar: visa med matematiska
symboler hur uppgiften ska lösas.
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Uppgift 0

(Obligatorisk uppgift) Försäkrar du att de lösningar du lämnar in gjorts av dig
utan hjälp av eller kommunikation med annan person?

Uppgift 1

L̊atN ∼ Pois(λ) vara oberoende av följdenX1, X2, . . . av oberoende stokastiska vari-
abler som alla har fördelningen P(Xk = 3) = p och P(Xk = 1) = 1− p för p ∈ (0, 1).
L̊at S =

∑N
k=1Xk vara en (mycket förenklad) modell för det totala skadebeloppet

för det kommande året. Betrakta ett XL-skydd s̊adant att det överskjutande belop-
pet över niv̊an 2 för enskilda skador betalas av återförsäkringsbolaget. L̊at D vara
totala skadebeloppet för ursprungliga försäkringsbolaget som köpt XL-skyddet och
l̊at R vara totala skadebeloppet för återförsäkringsbolaget. Bestäm korrelationsko-
efficienten Cor(D,R). (10 p)

Uppgift 2

Ett försäkringsbolag vill analysera lönsamheten för en ny produkt som planeras
att erbjudas nästa år. L̊at p beteckna årspremien och d självrisken för produkten.
L̊at antalet tecknade försäkringskontrakt vara en Poissonfördelad stokastisk variabel
med väntevärde λ(p, d). Antalet skadehändelser för ett givet kontrakt är en Pois-
sonfördelad stokastisk variabel med väntevärde µ och ger upphov till oberoende och
likafördelade skadestorlekar med fördelningsfunktion

F (x) = 1−
(

1 +
x

γ

)−α
, x > 0, α > 1.

Antalet skadehändelser för olika kontrakt är oberoende och oberoende av antalet
tecknade kontrakt. Skadebeloppen är oberoende av antalet skadehändelser och an-
talet tecknade kontrakt. Bestäm ett uttryck för väntevärdet för försäkringsbolagets
premieintäkter minus skadeutbetalningar för de kontrakt som tecknas under det
kommande året. (10 p)

Uppgift 3

Betrakta historiska aggregerade/kumulativa utbetalningar för en viss produkt i
skadetriangeln i Tabell 1. Antag att utbetalningsdata uppfyller antagandena som
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ligger till grund för skattningen av Thomas Mack av det betingade medel-kvadrat-
felet för chain-ladder-metoden. Använd den s.k. varians-dekompositions-formeln

Var(X | Z) = E[Var(X | Y ) | Z] + Var(E[X | Y ] | Z)

för att bestämma
E
[
(R3 − R̂3)

2 | D
]

uttryckt i observerad data och okända modellparametrar fk, σk, k = 1, . . . , 4, där
R3 är summan av utest̊aende betalningar för skade̊ar 3, D = {Ci,k : i + k ≤ 6} är

observerad data och R̂3 är prediktorn av R3 i termer av Ci,k ∈ D. (10 p)

1 2 3 4 5
1 C1,1 C1,2 C1,3 C1,4 C1,5

2 C2,1 C2,2 C2,3 C2,4 C2,5

3 C3,1 C3,2 C3,3 C3,4 C3,5

4 C4,1 C4,2 C4,3 C4,4 C4,5

5 C5,1 C5,2 C5,3 C5,4 C5,5

Table 1: Kumulativa utbetalda belopp. För i+k > 6 är Ci,k ännu inte observerbar.

Uppgift 4

Betrakta ett nystartat försäkringsbolag som ska introducera en ny försäkringsprodukt.
Antag att antalet kontrakt kan modelleras som en stokastisk variabel med väntevärde
104 och standardavvikelse 104. Antag att för varje kontrakt gäller att skada sker
med sannolikhet 5% och att skadebeloppet i s̊a fall har väntevärde 104 kronor och
standardavvikelse 2 ·103 kronor. Antag att alla skadebelopp betalas inom ett år och
är oberoende och likafördelade och oberoende av antalet kontrakt. Antag vidare att
premien för ett kontrakt sätts till 120% av det förväntade skadebeloppet per kon-
trakt. Antag att försäkringsbolaget har initialt kapital p̊a ett bankkonto, som inte
betalar ränta, med saldo x kronor. För vilka x är försäkringsbolaget solvent enligt
Value-at-Risk p̊a niv̊an 0.5% med en 1-̊arshorizont. Gör en lämplig normalapproxi-
mation i samband med solvensberäkningen. För standardnormalfördelningen gäller
Φ−1(0.995) ≈ 2.58. (10 p)

Uppgift 5

Betrakta följande modell (fördelning) för skadebeloppet X:

P(X ≤ x) = p
(

1−
(

1 +
x

γ

)−α)
+ (1− p)

(
1− e−cxτ

)
, x > 0,

där p = 0.2, γ = 20, α = 4, c = 0.01, τ = 3. L̊at X1, X2, X3 vara oberoende och
fördelade som X. Approximera den betingade sannolikheten

P(X2 > x | X1 +X2 +X3 > x)

för mycket stora värden p̊a x. (10 p)
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Uppgift 1

L̊at

Nh :=
N∑
k=1

I{Xk = 3}, Nl :=
N∑
k=1

I{Xk = 1}

och notera att Nh ∼ Pois(pλ) och Nl ∼ Pois((1− p)λ) är oberoende. Notera att

S = D +R =
N∑
k=1

min(Xk, 2) +
N∑
k=1

max(Xk − 2, 0) =
(
2Nh +Nl

)
+Nh.

Notera att

Cov(D,R) = Cov(2Nh, Nh) = 2 Var(Nh) = 2pλ,

Var(D) = Var(2Nh) + Var(Nl) = 4pλ+ (1− p)λ = (1 + 3p)λ,

Var(R) = Var(Nh) = pλ.

Allts̊a:

Cor(D,R) =
2p√

1 + 3p
√
p

Uppgift 2

Intäkter I och utgifter U modelleras enligt:

I =
N∑
k=1

p, U =
N∑
k=1

Nk∑
l=1

max(Xk,l − d, 0).

Motsvarande väntevärden är E[I] = λ(p, d)p och

E[U ] = λ(p, d)µP(X > d) E[X − d | X > d].

Eftersom

P(X − d > x | X > d) =
P(X > d+ x)

P(X > d)
=

(1 + (d+ x)/γ)−α

(1 + d/γ)−α
=
(

1 +
x

γ + d

)−α
ser vi att E[X − d | X > d] = (γ + d)/(α− 1). Dvs,

E[I − U ] = λ(p, d)
(
p− µ

(
1 +

d

γ

)−α(γ + d

α− 1

))
= λ(p, d)

(
p− (γ + d)−α+1

( µγα

α− 1

))
En rimlig modell för λ(p, d) vore λ(p, d) = f(d)/pβ med β ≥ 1 eftersom det är
rimligt att antaga att lim supp→∞ E[I] <∞.

Uppgift 3

E
[
(R3 − R̂3)

2 | D
]

= Var(R3 | D) +
(

E[R3 | D]− R̂3

)2
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där storheterna beräknas enligt

E[R3 | D] = E[C3,5 − C3,3 | C3,3]

= E[E[C3,5 | C3,4] | C3,3]− C3,3

= E[f4C3,4 | C3,3]− C3,3

= (f4f3 − 1)C3,3,

R̂3 = (f̂4f̂3 − 1)C3,3, f̂4 =
C1,5

C1,4

, f̂3 =
C1,4 + C2,4

C1,3 + C2,3

Var(R3 | D) = Var(C3,5 | C3,3)

= E[Var(C3,5 | C3,4) | C3,3] + Var(E[C3,5 | C3,4] | C3,3)

= E[σ2
4C3,4 | C3,3] + Var(f4C3,4 | C3,3)

= f3σ
2
4C3,3 + f 2

4σ
2
3C3,3

Uppgift 4

Försäkringsbolagets kapital i slutet av året är

x+ S = x+
N∑
k=1

(
1.2 E[IkXk]− IkXk

)
Vidare gäller att

E[S] = E[N ] · 0.2 · E[Ik] E[Xk] = 0.01 · 104 · 104 = 106,

Var(S) = E[N ] Var(IkXk) + Var(N) · (0.2 E[IkXk])
2

Notera att

Var(IkXk) = E[I2kX
2
k ]− E[IkXk]

2 = 0.05(4 · 106 + 108)− 0.052 · 108 = 4.95 · 106

vilket ger

Var(S) = 4.95 · 1010 + 108 · 0.22 · 0.052 · 108 = 1.0495 · 1012

Normalapproximation ger

VaR0.005(x+ S) ≈ −x− E[S] + Var(S)1/2Φ−1(0.995)

≈ −x− 106 +
√

1.0495 · 106 · 2.58

≈ −x− 1.64 · 106

dvs x ≈ 1.64 · 106 kronor är tillräckligt stort bufferkapital.

Uppgift 5

P(X > x) = p
(

1 +
x

γ

)−α
+ (1− p)e−cxτ ≈ p

(
1 +

x

γ

)−α
för stora x (lättsvansad Weibull ty τ > 1 blandad med tungsvansad Pareto) och
(vilket ska visas)

lim
x→∞

P(X > λx)

P(X > x)
= lim

x→∞

(
γ + λx

γ + x

)−α
= λ−α.
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Eftersom fördelningen för X har en reguljärt varierande svans är den subexponen-
tiell, allts̊a gäller att

P(X2 > x | X1 +X2 +X3 > x) =
P(X2 > x)

P(X1 +X2 +X3 > x)
≈ 1

3

för stora x


