Stockholms universitet, Institutionen for matematik

Tentamen i MT7027, Riskmodeller och reservsattning inom sakforsakring, 20 mars
2020, 9:00-17:00.

Examinator: Filip Lindskog, lindskog@math.su.se

Tillatna hjalpmedel: Losningar till uppgifterna ska goras sjalvstandigt utan nagon
form av kommunikation med annan person. Alla hjalpmedel ar tillatna.

Aterldmning: meddelas via kursforum.

Argument och berdkningar ska vara tydliga och latta att félja. Om numerisk 16sning
efterfragas och du har brist pa tid for numeriska berdkningar: visa med matematiska
symboler hur uppgiften ska losas.

Uppgift 0

(Obligatorisk uppgift) Forsdkrar du att de l6sningar du lamnar in gjorts av dig
utan hjalp av eller kommunikation med annan person?

Uppgift 1

Lat N ~ Pois(A) vara oberoende av foljden X;, Xs, ... av oberoende stokastiska vari-
abler som alla har férdelningen P(X;, =3) =poch P(X;, =1)=1—p for p € (0,1).
Lat S = S | X, vara en (mycket forenklad) modell for det totala skadebeloppet
for det kommande aret. Betrakta ett XL-skydd sadant att det Gverskjutande belop-
pet Over nivan 2 for enskilda skador betalas av aterforsiakringsbolaget. Lat D vara
totala skadebeloppet for ursprungliga forsdkringsbolaget som kopt XL-skyddet och
lat R vara totala skadebeloppet for aterforsakringsbolaget. Bestam korrelationsko-
efficienten Cor(D, R). (10 p)

Uppgift 2

Ett forsakringsbolag vill analysera lénsamheten for en ny produkt som planeras
att erbjudas nésta ar. Lat p beteckna arspremien och d sjalvrisken for produkten.
Lat antalet tecknade forsakringskontrakt vara en Poissonfordelad stokastisk variabel
med vénteviarde A(p,d). Antalet skadehdndelser for ett givet kontrakt dr en Pois-
sonfordelad stokastisk variabel med vantevéarde p och ger upphov till oberoende och
likafordelade skadestorlekar med fordelningsfunktion

F(g;)=1—<1+f> >0, a>1.
v

Antalet skadehéandelser for olika kontrakt dr oberoende och oberoende av antalet
tecknade kontrakt. Skadebeloppen ar oberoende av antalet skadehéndelser och an-
talet tecknade kontrakt. Bestam ett uttryck for vantevardet for forsakringsbolagets
premieintakter minus skadeutbetalningar for de kontrakt som tecknas under det
kommande aret. (10 p)

Uppgift 3

Betrakta historiska aggregerade/kumulativa utbetalningar for en viss produkt i
skadetriangeln i Tabell 1. Antag att utbetalningsdata uppfyller antagandena som
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ligger till grund for skattningen av Thomas Mack av det betingade medel-kvadrat-
felet for chain-ladder-metoden. Anvand den s.k. varians-dekompositions-formeln

Var(X | Z) = E[Var(X | Y) | Z] + Var(E[X | Y] | 2)

for att bestamma R
B|(R; ~ R)* | D

uttryckt i observerad data och okanda modellparametrar f,on, kK = 1,...,4, dar
R3 &r summan av utestaende betalningar for skadear 3, D = {Ciy : i + k < 6} &r
observerad data och Rj3 ar prediktorn av R i termer av C; € D. (10 p)

1 2 3 4 5
Cip Cip Ciz Cig Cip
Oy Cop Coz Cyy Cop
C31 C32 C33 Czs Csp
Cin Cup Cyuz Cyuyg Cyups
Cs1 Cs2 Csz Csy Css

Tk~ W N~

Table 1: Kumulativa utbetalda belopp. For i +k > 6 ar C; x annu inte observerbar.

Uppgift 4

Betrakta ett nystartat forsakringsbolag som ska introducera en ny forsakringsprodukt.
Antag att antalet kontrakt kan modelleras som en stokastisk variabel med vantevarde
10* och standardavvikelse 10%. Antag att for varje kontrakt giller att skada sker
med sannolikhet 5% och att skadebeloppet i sa fall har vintevirde 10* kronor och
standardavvikelse 2 - 103 kronor. Antag att alla skadebelopp betalas inom ett ar och
ar oberoende och likaférdelade och oberoende av antalet kontrakt. Antag vidare att
premien for ett kontrakt satts till 120% av det forvantade skadebeloppet per kon-
trakt. Antag att forsakringsbolaget har initialt kapital pa ett bankkonto, som inte
betalar ranta, med saldo x kronor. For vilka x &r forsakringsbolaget solvent enligt
Value-at-Risk pa nivan 0.5% med en 1-arshorizont. Gor en lamplig normalapproxi-
mation i samband med solvensberakningen. For standardnormalfordelningen galler
d=1(0.995) ~ 2.58. (10 p)

Uppgift 5
Betrakta foljande modell (fordelning) for skadebeloppet X:

P(X <) :p(l— (1—1—%)_&) +(1—p)<1—€_c‘rf), x>0,

dar p = 0.2, v =20, « = 4, ¢ = 0.01, 7 = 3. Lat X, X5, X3 vara oberoende och
fordelade som X. Approximera den betingade sannolikheten

P(X2>{L‘|X1+X2—|—X3>JZ)

for mycket stora vérden pa x. (10 p)
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Uppgift 1
Lat

N N
Npi=> KXy =3}, No=>» I{X,=1}
k=1 k=1
och notera att NNVj, ~ Pois(pA) och N; ~ Pois((1 — p)\) ar oberoende. Notera att

N N
S=D+R= Zmin(Xk,Q) + Zmax(Xk —2,0) = (2N, + N) + N

k=1 k=1
Notera att
Cov(D, R) = Cov(2Ny, Ni,) = 2 Var(Ny,) = 2pA,

Var(D) = Var(2N,,) + Var(N;) = 4pA + (1 — p)A = (1 + 3p) A,
Var(R) = Var(N,) = pA.

Alltsa:

2p
Cor(D,R) = ———
( ) V1+3py/p
Uppgift 2

Intakter I och utgifter U modelleras enligt:

N N Ny

I:Zp, U= ZZmax(kal —d,0).

k=1 k=1 I=1

Motsvarande véantevéarden ar E[I] = A(p, d)p och
E[U] = A(p,d)uP(X > d)E[X —d| X > d].

Eftersom

PIX>d+x) (A4 (d+z)/v)™ r o\
P(X>d) —  (1+d/y)— _<1+’y+d>

ser viatt E[X —d | X >d] = (y+d)/(a—1). Dvs,

E[l - U] = A(p)d)(p—,u(l + %)_a(erd))

PX—-d>z|X>d) =

a—1
= \p,d) (P —(y+d) (%))

En rimlig modell for A(p,d) vore A(p,d) = f(d)/p® med 8 > 1 eftersom det ar
rimligt att antaga att limsup, ., E[I] < oo.

Uppgift 3

E[(Rs — Ry)?| D] — Var(Ry | D) + (E[R3 D] - }?3)2
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dar storheterna beraknas enligt

E[R; | D] = E[C35 — C33 | C33]
=E[E[C35 | C34] | C33] — C33
E[fiCs4 | C33] — C33
(f4f3 —1)Cs33,

Ry = (fufs —1)Css, fa=

Var(Rs | D) = Var(Cs5 | Cs3)
= E[Var(Cs5 | Cs4) | C53] + Var(E[Cs5 | C54] | Cs3)
= E[05C34 | C33] + Var(f1Cs.4 | Cs3)
= f305Cs3 + [703C53

4 Cis J/C\ _ Cia+ Cou
C1 A ’ Ciz+ Co3

Uppgift 4
Forsakringsbolagets kapital i slutet av aret ar

N
r+S=a+Y (1.2 E[L,X:] — Ika>
k=1
Vidare galler att

E[S] = E[N]- 0.2 - E[I;] E[X}] = 0.01 - 10* - 10* = 105,
Var(S) = E[N] Var(I,X) + Var(N) - (0.2 E[I;, X}])?

Notera att
Var(IX;,) = E[I} X}] — E[[, X}]* = 0.05(4 - 10° + 10*) — 0.05% - 10® = 4.95 - 10°
vilket ger
Var(S) = 4.95- 10" + 10% - 0.22 - 0.05% - 10* = 1.0495 - 10"
Normalapproximation ger

VaRg.005(x + S) ~ —x — E[S] 4+ Var(S)/?®71(0.995)
~ —1 — 10° +1/1.0495 - 10° - 2.58
~ —x — 1.64-10°
dvs 2 &~ 1.64 - 10° kronor ar tillrickligt stort bufferkapital.
Uppgift 5

P(X > ) =p(1+ $>_ F-pe mp(14 %)_

for stora x (lattsvansad Weibull ty 7 > 1 blandad med tungsvansad Pareto) och
(vilket ska visas)

P(X > \x) , v+ A\ _
lim ———2% = lim =\
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Eftersom fordelningen for X har en reguljart varierande svans ar den subexponen-
tiell, alltsa géller att

P<X2>$‘X1+X2+X3>SU):P(X1+X2+X3>I> %g

for stora x



