Stockholms universitet, Matematiska institutionen

Tentamen i MT7027, Riskmodeller och reservsattning inom sakforsédkring, 30 april
2021, 8:00-14:00.

Examinator: Filip Lindskog, lindskog@math.su.se

Tillatna hjalpmedel: Losningar till uppgifterna ska goras sjalvstandigt utan nagon
form av kommunikation med annan person. Alla hjalpmedel ar tillatna.
Aterldmning: meddelas via kursforum.

Argument och berdkningar ska vara tydliga och latta att folja.

Uppgift 0

(Obligatorisk uppgift) Forsdkrar du att de l6sningar du lamnar in gjorts av dig
utan hjalp av eller kommunikation med annan person?

Uppgift 1

Betrakta den totala skadekostnaden S = Z]kV:1 Xy for en forsakringsprodukt dar
N ~ Pois(1000) &r oberoende av foljden X, Xs, ... av oberoende och likaférdelade
skadebelopp. Antag att N anger antalet olyckor. Antag att varje olycka leder till
ett skadebelopp som dr 0 med sannolikhet 0.3, N(20,5%)-férdelat med sannolikhet
0.6, samt N (80, 10%)-fordelat med sannolikhet 0.1. Antag att forsikringsbolaget
tecknat en aterforsékring av typen XL-skydd med undre brytpunkt 40 och ingen &vre
brytpunkt. Bestdm approximativt (utan datorsimulering) priset for XL-skyddet om
det beraknas som véntevardet plus en standardavvikelse for aterforsakringsbolagets
totala skadekostnad. (10 p)

Uppgift 2

Betrakta Tabell 1 med element som betecknar kumulativa utbetalade belopp for ett
visst skadear. Lat D = {C; : i + k < 7} beteckna data som &r observerbar. Lat

R=C55—-C34+Cy5—Cu3+Cs5—Cs52+Css — Cg

beteckna utestaende skadebetalningar fran skador under skadear 3 — 6 och lat R
vara en prediktion av denna storhet baserad pa D. Betrakta storheterna

MSEPp (R, R) = E[(R — R)* | D),

(a) En av olikheterna MSEPp(R, R) < Varp(R) och MSEPp(R, R) > Varp(R)
géller: bevisa den. (4 p)

~

(b) En av olikheterna Varp(R) < Varp(R) och Varp(R) > Varp(R) giller: bevisa
den. (3 p)

(c) Bevisa eller motbevisa foljande likheter: E[MSEPp(R, R)] = MSEP(R, R) och
E[Varp(R)] = Var(R). (3 p)
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Uppgift 3
Betrakta Tabell 1 med element som betecknar kumulativa utbetalade belopp for ett
visst skadear. Antag att det finns positiva konstanter fi,..., fy och o, ... 07 sa
att

E[C’i,k+1 | Oi,17 ey Cl,k] = fkci,ka
Var(CLkH | Ci71, ey Cz,k:) = O',%Cik

och att (Cjq,...,Ci5) och (Cjq,...,C}5) ér oberoende da i # j. Lat D = {Cj, :
i+ k < 7} beteckna data som &r observerbar.

Bestam en lamplig skattning fg, av f3, dvs ett uttryck i elementen i D, och motivera
varfor den &r lamplig. (10 p)
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Table 1: Kumulativa utbetalade belopp. For i4+k > 7 &r C; x annu inte observerbar.

Uppgift 4

Forsakringsbolagen Sakbolaget1 och Sakbolaget2 har varsin forsakringsprodukt med
finansiella resultat (premieinkomst minus skadekostnader) i slutet av aret som mod-
elleras som stokastiska variabler S; och S;. Bagge bolagen onskar proportionell
aterforsakring dar andelar p; och ps betecknar andelarna av premieinkomster och
skadekostnader som respektive forsdkringsbolag behaller. Den kontinuerligt sam-
mansatta 1-arsrantan ar r. Sakbolagetl, Sakbolaget2 och det gemensamma aterfor-
sakringsbolaget (utan andra kunder) avgor om uppldaggen ska accepteras baserat pa
riskmattet ESg2 (Expected Shortfall). Visa att om bade Sakbolagetl och Sak-
bolaget2 accepterar uppliagget sa kommer dven aterforsakringsbolaget acceptera

upplagget. (10 p)

Uppgift 5

Antag att skulden till forsakringstagarna for ett forsdkringsbolag svarar mot ett
kassaflode vars kumulativa belopp per skadear visas i Tabell 2. Elementen Cj
ar observerade for ¢ + k < 7, observeras i slutet av detta ar for i + k = 8, osv.
Antag aven att utbetalningar som svarar mot olika skadear ar oberoende och att
utvecklingsarsdynamiken ges av

Cian=fo+00Zi1, Cirt1 = fuCik + 0kZigr1, k=12,

dér alla Z; dr oberoende och N(0, 1)-fordelade. Antag att den nuvarande kontin-
uerligt sammansatta rantan ar r for alla 16ptider och att denna rénta i slutet av aret
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ar ofordelad. Antag slutligen att vardet av forsakringsbolagets skuldkassaflode till
forsakringstagarna ges av summan av de betingade vantevardena for de framtida
kassaflodena, betingat pa informationen som ar tillgdnglig vid vérderingstillféllet,
diskonterade till varderingstillfallet enligt rantorna vid varderingstillfallet.

Beriakna kapitalkravet baserat pa riskmattet VaRggos applicerat pa —X dar X
betecknar skadeutbetalningar under aret plus vardet av kvarvarande skuld i slutet
av aret. Kapitalkravet ska ges som ett uttryck i okédnda parametrar, observerade

skadebetalningar samt fordelningsfunktionen for N(0,1). (10 p)
1 2 3
11Cip Cia Cig
2{Con Coa Oy
3| Cs1 O35 Css
41C11 Chz Cup
5/C51 Cs2 Csg
6]Cs1 Ce2 Ces

Table 2: Kumulativa utbetalade belopp. For i4+k > 7 &r C; x annu inte observerbar.
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Uppgift 1

Sannolikheten att en N (20, 5?)-fordelad variabel antar ett virde > 40 &r densamma
som att en N(0,1) variabel antar ett varde > 4 vilket dr en férsumbar sannolikhet.
Pa samma satt ar sannolikheten att en N (80, 10?)-fordelad variabel antar ett varde
< 40 forsumbar. Aterforsikringsbolagets totala skadekostnad #r dirfor (approxima-
tivt)

N M
R=> max(X) —40,0) £ ) 7,
k=1

k=1

dar Zy ~ N(40,10%), Zy, Z,, ... oberoende, och oberoende av M ~ Pois(100) (ut-
tunning av en Poissonvariabel).

E[R] = 100 - 40, Var(R) = Var(M) E[Z]* + E[M] Var(Z) = 100 - (40* + 10?),
vilket ger premien 4000 + 10v/1700 ~ 4412.
Uppgift 2
(a)
MSEPp(R, R) = E[(R — R)* | D)

= E[(R - E[R|p]+E[R|p]_§>2|p]
= E[(R—E[R | D))? | D] + E[(E[R | D] — R)* | D]
+2E((E[R | D] - R)(R—E[R| D)) | D]
=E[(R—E[R | D))*| D] + (B[R | D] — R)?

+2(E[R| D] - R)E[R - E[R| D] | D]
— Varp(R) + (E[R | D] — R)?

(b) Eftersom E[R | D] = R ér Varp(R) = 0, dvs

Varp(R) > Varp(R)

(c)
E[MSEPp(R, R)] = E[E[(R — R)?| D]] = E[(R — R)*] = MSEP(R, R),
Var(R) = E[Varp(R)] + Var(E[R | D]) > E[Varp(R)]
Uppgift 3
Notera att

Ci,k+1 = E[Ci)k—i—l | Ci,l) toee 7Oi,k]
Ci,k+1 — E[Ci,k—‘,—l ’ O’i,la cee 7O'i7k]
Var(C; k11 | Cin, .- 7Ci,k>1/2

+ Var(Ci 41 | Ci, - - aCi,k)1/2

= Ciife + 0kCi k€i k1,
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dar
Eliki1 | Cin, ..., Cik) =0, Var(epqn | Cin,...,Cix) =

Specifikt galler att

01,4 C'1,3 C'1,3 0 0 €14
Cou | = | Cos | fs+o03| 0 Co3 0 €24 |,
C34 Cs3 0 0 Cs3 €3.4

Detta ar en regressionsekvation pa formen
Y = ﬁﬂ +oDe
som, med Y := DY and A := 15*111, kan skrivas pa standardform
Y = AfB + oe
Minsta kvadratskattaren av 3 ar

B=(ATA)'ATY
— {D'AYTD A YD TATDY
_ (ET(E2)712)71ZT(52)71}~/.

Detta ger

W

Cra
-~ , 1/C C! C
7= §< 14 boa 3,4)

1/Ci3 1/Cy3 1/C C =
[ /Cis 1/Cy3 1/Cs3 } Cz,4 Crs  Chs  Chs
3,4
Uppgift 4
Sakbolaget1 accepterar upplagget om

ESo2(p151) <0< p1 ESp2(S1) <0< ESp2(S1) <0

och pa samma sitt ESp2(S2) < 0 for Sakbolaget2. Pa samma sétt fas att aterfor-
sakringsbolaget accepterar uppligget om ESgo((1 —p1)S; + (1 —ps)Ss) < 0. Notera
att, pga subadditivitet och positiv homogenitet,

ESo2((1 —p1)S1 + (1 — p2)S2) < ESp2((1 —p1)S1) + ESo2((1 — p2)Ss)
= (1 —p1) ESp2(51) + (1 — p2) ESp2(52)
fran vilket foljer att ESp2(S1) < 0 och ESp2(S:) < 0 tillsammans medfor att
ESO.2((1 - p1)5'1 + (1 — ])2)52 <0.
Uppgift 5
Lat
(C1,Cy) = (Is 3+ Is2, I63)
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beteckna kassaflodet som svarar mot skulden till forsakringstagarna, dar I5 3 = Cs 35—
(5.9, etc. Den stokastiska variabel som ska analyseras ar

—01 — G_T E[OQ | ]:1],

dér Fi betecknar (den o-algebra som svarar mot) den information som finns tillgdnglig
i slutet av aret. Notera att

Cr=1Is3+4+ g2 =Cso(fo— 1)+ 02255+ Cs1(f1 — 1) + 01262,
Co=1Is3=Coa(fo— 1)+ 02263

vilket ger

ElCy | Fil =E[lss | Co1,1s2] = E[Cs3 — Cs2 | Co1,Cs2)
= (fo—1)Cs2 = (fo— 1)(f1Cs1 + 01Z62)

Alltsa fas

VaRo.oo5(—01 —e’ E[CQ ‘ fl])
=e " E[Cl -+ e " E[CQ | -Fl]] + e " Var(Cl + e " E[Cg ‘ fl])1/2®71(0995)

=e " (05,2(f2 -1+ Cea(fi—1)+e"(fo— 1)f106,1>

+e " (ag +oi(1+e"(fo— 1))2) 1/2@1(0_995)



