Stockholms universitet, Institutionen for matematik

Tentamen i MT7027, Riskmodeller och reservsattning inom sakforsakring, 22 april
2020, 9:00-17:00.

Examinator: Filip Lindskog, lindskog@math.su.se

Tillatna hjalpmedel: Losningar till uppgifterna ska goras sjalvstandigt utan nagon
form av kommunikation med annan person. Alla hjalpmedel ar tillatna.

Aterldmning: meddelas via kursforum.

Argument och berakningar ska vara tydliga och latta att folja. Om numerisk 16sning
efterfragas och du har brist pa tid for numeriska berdkningar: visa med matematiska
symboler hur uppgiften ska losas.

Uppgift 0

(Obligatorisk uppgift) Forsidkrar du att de losningar du lamnar in gjorts av dig
utan hjalp av eller kommunikation med annan person?

Uppgift 1

Lat den totala skadekostnaden (i enheten 108 SEK) for kommande aret for ett
forsakringsbolag ha fordelningsfunktion

T\ —4
Flz)=1— (Hé) . >0,

Antag att forsdkringsbolaget kan kopa ett SL-skydd med nivan 5 och att priset for
SL-skyddet ar 120% av den forvantade skadekostnaden for aterforsdkringsbolaget.
Bestam fordelningsfunktion for den totala kostnaden (skadekostnad och aterforsik-
ringskostnad) for forsédkringsbolaget om det kdper SL-skyddet. Illustrera i en figur
hur tétheten (som kan approximeras av ett histogram genom simulering) for totala
kostnaden dndras vid kop av SL-skyddet. (10 p)

Uppgift 2

Ett forsiakringsbolag vill analysera lonsamheten for en ny produkt som planeras
att erbjudas nasta ar. Lat p beteckna premien for ett 1-arigt forsakringskontrakt
och antag att ett sadant kontrakt ger upphov till en stokastisk skadekostnad X.
Antag att forsédkringsbolaget sdljer ett Poissonférdelat antal N ~ Pois(\) 1-ariga
forsakringskontrakt och att skadekostnaden for olika kontrakt ar oberoende och
likaférdelade. Bestam korrelationskoefficienten Cor(7, U) mellan forsédkringsbolagets
sammanlagda premieintakter I och skadekostnader U. (10 p)

Uppgift 3

Betrakta Tabell 1 med element som betecknar rapporterade dodsfall pga av viss
sjukdom under de senaste 6 dagarna. De faktiska antalen dodsfall de senaste 4
dagarna ar inte kidnda pga rapporteringsfordrojningar. N_g5 och N_5 5 betecknar
faststallda antal dédsfall for dagarna —6 och —5 (dvs for 6 resp. 5 dagar sedan).
Tex N_3 3 betecknar antalet dodsfall som intraffat for 3 dagar sedan, dvs under dag
—3, och som rapporterats till och med igar, dvs till och med dag —1.
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(a) Bestam en prediktor, baserad pa chain-ladder-metoden och uttryckt i observerad

data, for antalet dodsfall som intraffade for 2 dagar sedan. (5 p)

(b) Bestdm standardfelet (kvadratroten av skattning av medelkvadratfelet) for predik-

torn i (a) uttryckt i observerad data. (5 p)
1 2 3 4 5

Table 1: Kumulativa rapporterade dodsfall. For ¢ + k& > 0 ar N;, annu inte ob-
serverbar.

Uppgift 4

Enligt Solvens 2 ar ett forsdkringsbolag solvent om VaRg go5(A — L) < 0 dér A och
L betecknar virdet pa bolagets tillgangar och skulder om ett ar (kassafloden under
aret antas ske vid arets slut och ingar i A eller L). Antag att A — L = f(X,Y, 2)
dar f ar en deriverbar funktion och X,Y, Z har en simultan normalférdelning med
medelvarden px, iy, iz, standardavvikelser ox, oy, 07 och korrelationskoefficienter
Pxy,Px.z, Py.z- Approximera f med en linjar funktion och ge ett explicit uttryck
som approximerar VaRg o5(A — L) utryckt i angivna storheter, en diskonteringsfak-
tor och kvantilfunktionen for standard-normal-fordelningen. (10 p)

Uppgift 5
Betrakta foljande modell (férdelning) for skadebeloppet X:

P(X <) = p(l - e—m”) (1 —p)(l _ e—m”), 2> 0,

dar p = 0.2, ¢c; = co = 0.01, 7 = 0.5, » = 3. Lat X1, Xs,..., X;o vara oberoende
och fordelade som X. Finn x som approximativt 16ser
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Uppgift 1

Lat S beteckna totala skadebeloppet utan SL-skydd. Efter SL-skydd med aterforsak-
ringspremie p:

0, r <p,
—4
G(z) =P(p+min(S,5) < z) = 1—(1—1—%) , p<x<5+p,
L, z2>5+p,
dar
p =12 x E[max(S —5,0)] = 1.2 x E[max(S — 5,0) | S > 5] P(S > 5)
6+ 5 5\ 4
~1.2 (1+2) =0
X T X + 5 0.39
Tathetsfunktionen utan SL-skydd ar
4 T\ 5
=-(1 —) 0

och med SL-skydd (formellt ingen téthet eftersom den svarar mot blandning av
absolutkontinuerlig férdelning och punktmassa):

g(@:{ flz—p), <b+p,

400, T =D>5-+p.
Uppgift 2
Intakter I och utgifter U modelleras enligt:
N
I=Np, U=) X
k=1

Det géller att E[I] = E[N]p och E[U] = E[N]E[X]. Det giller att Var(l) =
Var(N)p? = E[N]p? och Var(U) = E[N]|Var(X) + Var(N)E[X]* = E[N]E[X?].

Det galler aven att

Cov(I,U) = E[IU] — E[[|E[U] = E[E[IU | N]] — E[[]E[U]

= pE[X]E[N?] - pE[X] E[N]* = p E[X] Var(N)

= pE[X]E[N].
Alltsa fas

Cor(1,U) = — LU EIX]
’ VVar(I) Var(U)  /E[X?]
Uppgift 3
(a)
N_os = fifsfaN_ss, fa= Noes+ Noss fo= N s+ Nss+ N 44

N_ s+ N_54
J/C\ N3zt N3+ N 43+ N33
y =
N_ g2+ N_s2+N_42+ N_39

N_ g3+ N_53+ N_y3’




fort. tentamen i MT7027 2020-04-22 4

(b) Standardfelet som soks dr kvadratroten av

R oae) = 2 - 8,3( Lo, )
msepliVN_25) = N _ 95 S\ —k
k=9 f/? N—2,k Zj:f6 Nj k

dar ]/\772,2 = N,272, ]/\\7—2,3 = J?;N—m’ ]/\7—2,4 = ,7?31/”;]\[—2,2 och
—~ 1 — N N2
i3 ~2 0,4
ZNm( —f2> 03 =5 X%Ni,:’,(Nm —f3> :
Z Nz4< Lo - ]?4>

i=—6

Uppgift 4
VaRgo5(A — L) = d(0,1)F~ (XYZ)(O 995) och vi approximerar

f(X,Y, Z) = f(ux, py, pz)
0
+ (%(#XM%MZ)(X - IUX)
0
Lo na) v =)

0
+ %(MX?MY?MZ)(Z - MZ)

Notera att X — ux L5 xU for en standardnormalférdelad U. Pa samma satt for Y
och Z. Alltsa approximerar vi

—f(X,Y,Z)~a+bU + cV +dW

dar U,V, Z ar oberoende och standard normal och

0
a = —f(M)o MY>PJZ)a b= _(9—£(MX’ My,,UZ)UX,

o= oy d =L )
= By Ux,hy, tz)0y, d = 92 mx,ly, hz)0z

Alltsa approximeras VaRg go5(A — L) av

d(0,1) (a + /Pt @+ @+ 2bepxy + 2dpxg + 2cdpm<1>—1(0.995))

Uppgift 5

For stora z approximeras P(X > z) (tungsvansad Weibull ty 7, € (0,1) blandad
med littsvansad Weibull) av pe=1*™ eftersom

pe—clmTl
lim —— =
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Eftersom tungsvansad Weibull ar en subexponentiell fordelning ar dven blandningen
med lattsvansad Weibull subexponentiell. Alltsa géller att

P(X1+"'+X10>ZE)

I ~ 10
had P(X > ) ’

dvs
P(X; + -+ Xy > 2) =~ 10pe """,

Satter vi hogerledet = 0.001 och 16ser ut x fas

1 0.001\\ Y™
z= - —log | —— ~ 577737
C1 10p



