Stockholms universitet, Matematiska institutionen

Tentamen i MT7027, Riskmodeller och reservsattning inom sakforsakring, 16 mars
2021, 8:00-14:00.

Examinator: Filip Lindskog, lindskog@math.su.se

Tillatna hjalpmedel: Losningar till uppgifterna ska goras sjalvstandigt utan nagon
form av kommunikation med annan person. Alla hjalpmedel ar tillatna.
Aterldmning: meddelas via kursforum.

Argument och berdkningar ska vara tydliga och latta att folja.

Uppgift 0

(Obligatorisk uppgift) Forsdkrar du att de l6sningar du lamnar in gjorts av dig
utan hjalp av eller kommunikation med annan person?

Uppgift 1

Antag att ett ar har tva vinterkvartal och tva sommarkvartal, att skadekostnader for
olika kvartal ar oberoende, att skadekostnader for olika vinterkvartal ar likafordelade
och att skadekostnader for olika sommarkvartal ar likafordelade. Betrakta historisk
skadekostnadsdata 60 och 80 (miljoner SEK) fran tva vinterkvartal och 20 och 30
(miljoner SEK) fran tva sommarkvartal. Genom ickeparametrisk bootstrap kan ett
godtyckligt stort antal fiktiva skadekostnader for det kommande aret (tva vinterk-
vartal och tva sommarkvartal) skapas och dargenom kan den forvintade skadekost-
naden skattas for ett aterforsakringsbolag som erbjuder ett 1-arigt SL-skydd med
undre brytpunkt 200 och ingen 6vre brytpunkt.

Berékna den forvantade skadekostnaden for aterforsakringsbolagets SL-skydd utifran
bootstrapfordelningen baserad pa historisk skadedata enligt ovan. (10 p)

Uppgift 2

Ett forsakringsbolag forsakrar fritidshus i tva regioner. Kommande arets skadean-
tal i de tva regionerna betecknas med N; och Ny. Lat I';, 'y, '3 vara oberoende
och Gamma(ay, fi)-fordelade for & = 1,2,3, dar I'y, T’y betecknar bakomliggande
riskdrivare som bara paverkar endera region och déar I's betecknar bakomliggande
riskdrivare som paverkar bégge regionerna. Lat N; och N, vara betingat oberoende
givet 'y, 'y, '3 och lat

P(N1=ny |1 =71, = 72,3 = 73) ~ Pois(71 + 73),
P(Ny =ny | Ty =71, = 72,3 = 73) ~ Pois(y2 + 73)
for alla ny, na, v1, 72, 73. Bestdm vantevéirde och varians for Ny + Ns. (10 p)

Uppgift 3

Betrakta Tabell 1 med element som betecknar kumulativa utbetalade belopp for ett
visst skadear. Antag att det finns positiva konstanter fi,..., fy och o%,...,0% sa
att, for alla relevanta i, k,

ElCikt1 | Cias. .., Cik] = fiCig,
Var(C’LkH | Ci,h ey Cz,k) = O',%CZ]C
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och att (Cj1,...,Ci5) och (Cj1,...,Cj5) ér oberoende da i # j. Lat D = {C;, :
i+ k <7} beteckna data som &r observerbar.

Berdkna Var(Cys | D), dvs ett uttryck i elementen i D och okénda konstanter fj
och o?. (10 p)
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Table 1: Kumulativa utbetalade belopp. For i+k > 7 ar C; x annu inte observerbar.

Uppgift 4

Forsakringsbolagen Sakbolaget1 och Sakbolaget2 har varsin forsakringsprodukt med
finansiella resultat (premieinkomst minus skadekostnader) i slutet av aret som mod-
elleras som X; ~ N(u1,07) och Xy ~ N(us,03). X; och X, anses simultant
normalfordelade med korrelationskoefficient p. Bagge bolagen onskar proportionell
aterforsakring dar andelar p; och p, betecknar andelarna av premieinkomster och
skadekostnader som respektive forsédkringsbolag behaller. Den kontinuerligt sam-
mansatta l-arsrantan ar r.

(a) Bestam sa explicit som mojligt nédvéndiga och tillrackliga vilkor, i form av tre
olikheter, for att bagge forsdkringsbolagen samt det gemensamma aterforsakrings-
bolaget (utan andra kunder) ska acceptera upplagget under forutséttning att risk-
mattet VaRg, avgor om ett foreslaget upplagg ar acceptabelt. (5 p)

(b) Visa att om bade Sakbolagetl och Sakbolaget2 accepterar uppligget sa kommer
aven aterforsakringsbolaget acceptera uppliagget. Samtliga bolag avgor vad som &r
acceptabelt enligt beskrivning i (a)-uppgiften. (5 p)

Uppgift 5

Antag att ett forsdkringsbolag har tillgangar i borjan av aret svarande mot en 2-arig
nollkupongsobligation med nominellt belopp N. Antag att skulden till forsédkrings-
tagarna svarar mot ett kassaflode vars kumulativa belopp per skadear visas i Tabell
2. Elementen C;j ar observerade for i + k < 7, observeras i slutet av detta ar
for ¢ + k = 8, osv. Antag dven att utbetalningar som svarar mot olika skadear &r
oberoende och att utvecklingsarsdynamiken ges av

10g(Cig1/Cik) ~ N(pg, 03),  k=1,2,3.

Antag att den nuvarande kontinuerligt sammansatta rantan ar r for alla loptider och
att denna rinta i slutet av aret ar fordelad enligt N(r, %) och oberoende av utbe-
talningar till forsdkringstagarna. Antag slutligen att véardet av forsakringsbolagets
skuldkassaflode till forsakringstagarna ges av summan av de betingade vantevardena
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for de framtida kassaflodena, betingat pa informationen som éar tillgénglig vid varde-
ringstillfallet, diskonterade till varderingstillfallet enligt rantorna vid varderingstill-
fallet. Antag att kunder varken tillkommer eller lamnar forsédkringsbolaget och att
ingen forvaltning/ombalansering av tillgangar gors under aret.

Uttryck tillgangsvérdet i slutet av aret minus skadeutbetalningar under aret minus
vardet av kvarvarande skuld i slutet av aret som ett uttryck i okanda parametrar,
observerade skadebetalningar samt oberoende standardnormalfordelade stokastiska

variabler. (10 p)
1 2 3
11Cip Cia Cig
2101 Cop Oy
3| Cs1 O35 Css
4|1Ch1 Cup Cus
5/C51 Cs2 Csg
6|Cs1 Ce2 Cegs

Table 2: Kumulativa utbetalade belopp. For i4+k > 7 &r C; x annu inte observerbar.
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Uppgift 1

For vinterkvartal har paren
(60, 60), (60, 80), (80, 60), (80, 80)

vardera sannolikheten 1/4 att dras (dragning med aterlaggning). For sommarkvartal
har paren

(20, 20), (20, 30), (30, 20), (30, 30)
vardera sannolikheten 1/4 att dras (dragning med aterldggning). For ett ar har de
16 utfallen
(60, 60, 20, 20), (60, 60, 20, 30), (60, 60, 30, 20), . .., (80, 80, 30, 20), (80, 80, 30, 30)
vardera sannolikheten 1/16. Motsvarande 1-ariga skadekostnader ar
160, 170,170, ..., 180, 190, 190, 200, 200, 210, 210, 220
Endast de 3 sista ger en positiv skadekostnad max(s—200, 0) for aterforsikringsbolaget.

Vantevardet blir

1 1 1 40
Emax(5* —200,0)] = 7 10+ 7104 720 = 72 =25

Uppgift 2

Om A ~ Gamma(a, §) galler att E[A] = /8 och Var(A) = /8% Om M | A ~
Pois(A) géller att E[M] = E[A] och Var(M) = E[M] + Var(A). Speciellt giller att

Ewﬂ_mn+fﬂ_§l &
E[Ny] = E[I'; +I'3] = 52 + ﬁ_u
E[N,N,] = E[E[N|N, | I'y, [y, T's]]
= E[E[N, | Ty, [y, T3] E[Ny | Ty, Ty, Ts]]
= B[y 4+ T3)(T'y + I's)]
= E[I'1] E[Iy] 4+ E[I'y] E[I's] 4+ E[5] E[Is] + E[I'3]
= E[I')] E[T'y] + E[I' ] E[Ts] + E[] E[I's] + E[['s]* + Var(T's),
E[N] E[No] = E[T] E[Ty] + E[T'y] E[T's] + E[T'2] E[Ts] + E[T3)*.

Alltsa galler att Cov(Ny, No) = Var(['3) = a3/f3. Vidare géller att

Var(N;) = E[N;] + Var(I'y +T's)

= E[Fl] + E[Pg} —f- Var(Fl) —f- V&I‘(F3)
—%+%+m+%

P & & ’

Qo

Var(Ng) ﬁ + 53 + 5—2 + 5—3
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Sammanfattningsvis galler att

Var(N; + Ny) = Var(Nl) + Var(Ng) + 2 Cov(Ny, Ns)
S I
B B By BY B B3
Uppgift 3

Variansdekomposition ger

Var(Cys | D) = E[Var(Cy5 | Cy4) | D] + Var(E[Cys | Cua] | D)
= E[07C}, | D] + Var(f1Cy4 | D)
o3 (Var(Cys | D) + E[Cyy | D] ) + fi Var(Cus | D)
= (07 + f7) Var(Cya | Cuz) + 03 E[Cua | Cys)?
(‘7 + f4) 0425 + ‘74]”5023
(‘7403 +f + U4f3)CZ,3

Uppgift 4
Sakbolaget1 accepterar upplagget om

VaRoll(ple) <0< D1 VaRO 1(,&1 + 0'121) <0
e "F (09 <0

& i+ o ®10.9) <0

&y > o ®710.9)
och pa samma sitt py > 0,®71(0.9) for Sakbolaget2. Pa samma satt fas for
aterforsakringsbolaget

VaRO.l((l — pl)Xl + (]_ —pQ)XQ) < 0 7] > O'CI)_l(O.g)
dar

p=E[(1 = p1) X1+ (1 = p2) X3]
= (1 = py)ps + (1 — p2) e,
o? = Var((1 — pl)Xl +(1 —pz)Xg)
= (1 =p1)*0? + (1 = p2)?05 +2(1 = p1)(1 = p2)por0y
<((1 —pl)Ul + (1 —p2)02)2

Om bade Sakbolagetl och Sakbolaget2 accepterar upplagget fas

p=1=pi)m+ (1 —=pa)pua > (1 = pr)or + (1 — p2)oa)®(0.9)
vilket medfor att g > o®~1(0.9).
Uppgift 5
Lat
(C1,C2) = (Is 3+ Is 2, 1 3)
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beteckna kassaflodet som svarar mot skulden till forsakringstagarna, dar I5 3 = Cs 35—
(52, etc. Den for alla loptider gemensamma rantan i slutet av aret kan skrivas
r+vZ,, dir Z, ~ N(0,1). Den stokastiska variabel som ska analyseras ar

e—T+VZrN . Cl o 6—7"+VZr E[C2 | fl]’

dar F; betecknar (den o-algebra som svarar mot) den information som finns tillgdnglig
i slutet av aret. Utvecklingsarsdynamiken kan uttryckas

Cipr1 = Cipetttordine,
dér alla Z; ;4 dr oberoende och N(0,1). Notera att
Cr =I5z + Igp = Csp(eM2772758 — 1) 4 Cg 1 (M1 702 — 1)
Notera att
Cy = Isz = Cga(e?72703 — 1) = (C1 + Ig2) (e T2 703 — 1)
vilket ger

E[OQ ‘ Fl] = E[[ﬁ,g | 06,17[6,2] = (0671 + [6’2)(6M1+0%/2 o 1)
— C6 16#14—0126,2 (€M2+U§/2 o 1)



