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Tillatna hjdlpmedel: Alla hjdlpmedel som inte innebér kommunikation med
nagon annan.

Allmdnt: Resonemang skall vara klara och tydliga att f6lja.

Uppgift 0

[Obligatorisk] Forsdakrar du att du under skrivtiden inte kommunicerat med
nagon annan och att du kommit fram till dina 16sningar helt pa egen hand?

Uppgift 1

Betrakta data (z;;), ¢ = 1,...,m1, j = 1,...,mg, fran en Poissonmodell
for antalet skadehéndelser: for varje indexpar (i,j), antag att x;; &r en
observation av X;; ~ Pois(w;;jy0v1i72;) dér w;; &r en kéind konstant svarande
mot duration (forsékringsar). Antag att X;; och Xy &r oberoende da
(i,7) # (@, j").

(a) Visa att fordelningen for Y;; := X;;/w;; &r en EDM och bestém loglikeli-
hood-funktionen fér ML-skattning av vo, y1i, 725, ¢ = 1,...,m1, 5 = 1,...,ma,
givet data (y;;). (5 poéng)

(b) Visa fran loglikelihood-functionen i (a) att ML-skattningarna av yo, v1i, ¥25,
i=1,...,mq1,j=1,...,mo, loser ett ekvationssystem pa formen

Y0 = A,
’Yli:Blﬁ izla"'umlv
72j20j7 jzla”'va

och bestdm uttrycken for A, B;, Cj ovan. (5 poang)

Uppgift 2

Antag att Tabell 1 visar historisk skadedata fran ar 2020, enligt en uppdel-
ning i tariffceller, for en viss forsakringsprodukt. Antag att skadefrekvens
modelleras med en multiplikativ Tweedie(1)-modell. Antag att durationerna
for de olika tariffcellerna ar 2021 bedéms vara dubbelt s& stora som de
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motsvarande historiska durationerna. Beskriv hur relationstalen skattas med
GLM. Baserat pa en GLM-analys, vad blir prediktionen for antalet skador
under 2021 for forsakringsprodukten? Hur &ndras prediktionen om modellen
reduceras genom att ett av premieargumenten utgar? (10 poang)

Uppgift 3

Antag att Tabell 1 visar historisk skadedata fran ar 2020, enligt en uppdel-
ning i tariffceller, for en viss forsékringsprodukt. Antag att riskpremie (pure
premium) modelleras med en multiplikativ Tweedie(1.5)-modell. Antag att
den historiska durationen for de olika tariffcellerna svarar exakt mot dura-
tionen for ar 2021. Antag att relationstalen for Zon &r kénda: relationstalet
1 for Zon 1 och relationstalet 2 for Zon 2. Antag att riskpremie anses e€j
bero pa Gvriga kovariater i termer av premieargumenten Klass och Alder
med tillhérande klasser. Baserat pa en GLM-analys, vad blir prediktionen
for skadekostnaden under 2021 for forsdkringsprodukten? Hur fordelas den
predikterade skadekostnaden &ver Zon 1 och Zon 2?7 (10 poéng)

Uppgift 4

Antag att Tabell 1 visar sammanstéallning av historisk skadedata fran ar
2015-2020, enligt en uppdelning i tariffceller, for fordon som anvands for
transporttjanster av 37 foretag. Antag att en GLM-analys for skattning av
forvantad skadekostnad per forsdkringsar mynnat ut i en anpassad multip-
likativ modell w1 = Yoy15725V3k, @ = 1,2, j = 1,2, k = 1,2. GLM-analysen
inkluderade inte foretag som premieargument. Antag att skadedata finns pa
formen

(wighie Tijr), 1=1,...,37, t=2015,...,2020,

dér wjky och ;511 betecknar duration och skadekostnad for foretag [ ar ¢,
och dér (4,7, k) betecknar klasser for premieargumenten som analyserats i
GLM-analysen. Foresla en forbattrad prisséttningsmodell som dven betrak-
tar eventuella skillnader mellan foretag. Beskriv hur forvantad skadekostnad
for en 1-arig forsakring skattas i den forfinade modellen utifran tillgdnglig
data och anpassad multiplikativ modell. (10 podng)

Uppgift 5

Ett aktuarie vill anpassa en kurva med malet att beskriva hur férvantad
skadekostnad (tSEK) per skada beror av bilens motoreffekt (hastkrafter).
Som utgangspunkt finns historisk data i form av tripletter

i E 2 ..n
(es,wi, i) | (150,46,620) (210,12,241) ... (170,62,744)
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dér (e, w, ) betyder att historisk data innehaller w rapporterade skadehén-
delser med total skadekostnad x fgr bilar som har e hastkrafter. Kurvan-
passningen ska ges som losningen f) till

350

argmnin S wi(y: — f(e0)* + ) / (1)),

100

dér funktionsrummet F har basfunktionerna e — 1, e — e, e — €2, e — 5.

Bortse fran effekter av andra kovariater 4n motoreffekt.

(a) Aktuarien funderar pa att, i uttrycket ovan, ersétta w;(y; — f (e;))? med
ett deviansuttryck w;d(yi, f(e;)). Ar det rimligt och i sa fall hur bor det
véljas? Vad ar y;7 (4 poang)

(b) Aktuarien funderar pa att, i uttrycket ovan, ersétta 350( f"(t))?dt med

100
130500( f7(#))™dt dar m ar ett icke-negativt heltal. Ar det rimligt och i sa fall

hur bor det véljas? (3 podng)

(c) Aktuarien funderar pa att, i uttrycket ovan, ersitta F med en annan
functionsklass G. Ar det rimligt och i sa fall hur bor det véljas? (3 poéng)

Klass Alder Zon Duration Antal skador Skadekostnad

1 1 1 62.9 17 310 352
1 1 2 112.9 7 95424
1 2 1 352.1 52 428 064
1 2 2 840.1 69 511842
2 1 1 191.6 43 333422
2 1 2 237.3 34 235722
2 2 1 844.8 94 444 432
2 2 2 1296.0 99 420948

Table 1: Skadedata, duration i ar, skadekostnad i kronor
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Uppgift 1
_ N (wijy071i725)”
fx,;(x) =P(X;;=12) = eXp(—wz'j’Yo’Ylﬂzj)T
vilket ger, for w;;y heltal,
fvi,; (y) = P(Xij = wyy) = exp(_wij’YO'Yli'YQj)( Zﬂwhw{)
(wijy)'

= exp (wij (y log(v0v1i725) — 7071172;’) + Cij)

dar
¢ij = wijylogwij — log((wi;y)!)

inte beror pa 7o, v1i,72;. Alltsa,

mi1 mso
(90, Y1isv2)ings (Wig)ig) = log [ [ T Fvi, (i)
i=1j5=1
mi1 mo
=" log f,, (yis)
=1 j=1
mi1 mo
=3 wij (i og(vonives) — Y0nive;)
=1 j=1
mi1 mo
S5

i=1 j=1

ML-skattningarna loser

O y=0, 20 ym0imt . m 220 =0 =1, .m

9o 01 072
dar vi far
mip ma 1 mi m2 mi mz
petlee) = 3wy (e ) = YD wiu D0 Y- e
i=1 j=1 =1 j=1 =1 j5=1
och
1 mao m2
Z Wij (ym 70’72;’) = Z WijYij — Y0 Z Wij7Y2;
3711, : i o
och
1 mi mi
Z Wij <yl] 70711) = Zwijyij — 70 Zwiﬂu
3723 ' 725 2 i=1
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Uppgift 2

For Tweedie(1) ges ML-ekvationerna for anpassning till historisk data av

yk_ .
de xk}]? #k—eXp{Zwkjﬂy} lev"'vrv

dar dj ar historiska durationer och ny = diy; ar historiska skadeantal. ML-
skattningarna pg uppfyller darfor (tag j = 1 och notera att xp; = 1 for alla
k)

n n
S n= i
k=1 k=1
Prediktionen for 2021 ges darfor av
n n
S di =23
k=1 k=1

och notera att denna prediktion inte beror pa hur indelning i premieargu-
ment och klasser ar gjord.

Uppgift 3

For Tweedie(p) ges ML-ekvationerna for anpassning till historisk data, givet
offsets, av

¢Z p T o \p—1 Ly, Mk:exp{zxkjﬁj}) ]:17"'7T7
J

(ugpi)

dér wy ar historiska durationer och y; &ar historiska riskpremier. Vi kan
skriva om ekvationen som

Yk uk_;uk .
Zw 2-p Ut/ Tk, ,uk—exp{Zxk]B]} j=1,...,r
ul

k

Notera att hir ir p = 3/2, n = 8, r = 1 och X = (1,...,1)T. Eftersom
i) inte beror pa k sétter vi p := pp. Vidare har vi ug = 1,us = 2,ug =
1,...,ug = 2. Alltsa blir ML-ekvationen

8
1 1/2Yk/Uk — 1
0=~ Z Wiy, 1/2
¢ = pt/
Hir kan vi multiplicera med p'/2 och dérefter explicit 16sa ut g som ML-
skattaren ji:

8wy Pye 2410008

8 wku,f/Q  4967.559

= 485.1493

i =
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Eftersom durationen 2021 antas vara identisk med den historiska blir predik-
torn S, for skadekostnaden for Zon z € {1,2}

§1 = ﬁ(wl + w3 + w5 + ’U)7) = 704145.7,
§1 = 2[7(1U2 + wyq + we + wg) = 2412453

Man kan notera att de givna relationstalen fér Zon inte har stéd i historisk
data.

Uppgift 4
Pa listform har vi en modell
4 4
i = Wi, i ZeXp{Zl’z‘jﬁj}, Vi Zexp{zxijﬂj},
j=1 j=2

dar designmatrisen ar

1111
1110
1101
1100

X=11 011
1010
1001

100 0]

och, med (i, j,k) = (1,1,1) som bascell, 1 = logo, fo = logmz, B3 =
logv92, B4 = logyse. Vi kan kombinera vanliga premieargument med fler-
niva-faktorer (MLF) genom kredibilitetsteori. Lat modellen vara

E[Yiﬁ|Uj]:,uin, iZl,...,& jIl,...,37.
Notera att ¢ = 1,...,8 svarar mot ordningen
(1,1,1),(1,1,2),(1,2,1),(1,2,2),(2,1,1),(2,1,2),(2,2,1),(2,2,2)

Tex svarar observationen ¥ 15; mot $1,171’15,t/w171,17157t, Y3,8,t svarar mot
x172,1787t/w1727178,t, etc. Satt

~ _ ~ _ 27p
Yijt = yijt/'Yia Wijt = Wit

och _
U =52 1(1-3), 5= 29
J T P w402 T2

w.j.

Slutligen fas en forbattrad tariff genom att ersétta pu; med ,ul-ﬁj dar ¢ svarar
mot lamplig kombination av vanliga premieargument och j svarar mot foretaget.
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Uppgift 5

(a) Om nyckeltalsdatan (y-vérden) avviker fran normalférdelning &r det
lampligt att istdllet vilja en deviansfunktion som béattre svarar mot data.
Detaljer finns i kursboken.

(b) Udda positiva heltal a&r mycket olampliga eftersom sadana val inte straf-
far fladdriga (ej sldta) kurvor - vilket &r syftet med strafftermen. Jamna
positiva heltal &r mojliga val, ju storre desto hardare straffas fladdriga kur-
vor. Dock ar det rimligare att valja m = 2 och istéllet variera A for att fa
en lamplig balans mellan anpassning och slédthet.

(c) Genom att infora knutpunkter och vélja en funktionsklass enligt kubiska
splines med dessa knutpunkter fas en mer flexibel funktionsklass som béattre
kan hantera ett storre datamaterial. Valet av kubiska splines kan motiveras
med goda teoretiska egenskaper, se kursboken.



