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Allmdnt: Resonemang skall vara klara och tydliga att f6lja.

Uppgift 1

Betrakta data (w;,yi), ¢ = 1,...,n, fran en exponentiell spridningsmod-
ell (EDM). Visa steg for steg fran definitionen av EDM att deviansen kan
skrivas

i=1

och uttryck d i storheterna som definierar EDM. (10 poéng)

Uppgift 2

Tabell 1 visar historisk skadedata enligt en uppdelning i tariffceller. An-
tag att skadefrekvens modelleras med en multiplikativ modell baserad pa
en overspridd Poissonmodell (ODP) och att skadebeloppen inte beror pa
premieargument och klasser. Skatta vantevirde och standardavvikelse for
skadekostnaden for en ny ettarig forsikring som hor till tariffcell (2,2,2).
Beskriv antaganden och analys. Skattningarna behover inte berdknas nu-
meriskt men du ska ange hur de berdknas fran Tabell 1. (10 poédng)

Uppgift 3

Betrakta en GLM-analys av historisk skadefrekvensdata baserad pa 4 pre-
mieargument med 2, 2, 3 respektive 2 klasser med data pa formen y;;z; (ob-
serverad skadefrekvens) och wji; (duration) fori = 1,2, j =1,2, k =1,2,3,
[ =1,2. Antag en multiplikativ modell for forvantad skadefrekvens dar re-
lationstalen som svarar mot premieargumentet med index ¢ antas kanda:
1 = 1 betyder bonuskund och svarar mot relationstalet 0.8, ¢ = 2 betyder ej
bonuskund och svarar mot relationstalet 1.0. Antag en lamplig exponentiell
spridningsmodell (EDM) och ange explicit det ekvationssystem vars 16sning
ger skattningar av relationstalen. Forklara de ingaende storheterna och hur
relationstalen bestdms. (10 poéng)
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Uppgift 4

Betrakta historisk riskpremie y;;, 7 = 1,...,10, t = 1,...,10, (historisk
skadekostnad dividerat med historisk duration) for foretagsforsikring baserat
pa 10 branscher och 10 observationsar for varje bransch: alltsa sammanlagt
100 observationer av historisk riskpremie. Antag att den historiska du-
rationen for varje bransch och varje obserationsar ar 100. Figur 1 visar
béade histogram for historisk riskpremie for olika branscher, med olika farg
for olika branscher, samt histogram for historisk riskpremie for alla bran-
scher tillsammans, dvs utan att visa vilka observationer som svarar mot
vilken bransch. Antag Bithlmann-Straub-modellen. Skatta fran figurerna
parametrarna u,7,0. Berdkna kredibilitetsskattningen av riskpremien for
ett foretag vars historiska branschdata visas i rott i figur 1. (10 poéng)

Uppgift 5

Ett aktuarie vill anpassa en kurva med malet att beskriva hur férvantad
skadefrekvens beror av forsékringstagarens alder. Som utgangspunkt finns
historisk data i form av tripletter

i 1 2 3 4
(ai,wi, ;) | (22,1000,50) (25,500,27) (40,4000, 100) (67,1500, 60)

dar (a,w, z) betyder att historisk data innehaller = rapporterade skadehéndelser
for forsakringstagare som ar a ar gamla baserat pa w forsdkringsar for denna
alder. Kurvanpassningen ska ges som l6sningen f) till

70
argminZwi(yi — flai))* + )\/ (f"(t))%dt,
— 20
dér funktionsrummet F har basfunktionerna a — 1, a — a, a — a?, a — a’.
Bortse fran effekter av andra kovariater dn forsidkringstagarens alder.

(a) Uttryck J/”;\ som en linjarkombination av basfunktionerna och ange vek-
torn med vikter for denna linjirkombination som ett explicit uttryck i lampliga
matriser vars element dr numeriska virden med undantag for parametern A.
(5 poiing)

(b) Bestdm funktionsvirdena ﬁ(SO) och J/c\lo4 (50). Kommentera huruvida
A =1 eller A\ = 10* #r laimpligast val av parameter. (5 poing)



Prisséttning inom sakférsakring, MT7028, 2021-01-07

Klass Alder Zon Duration Antal skador Skadekostnad

1 1 1 62.9 17 310352
1 1 2 112.9 7 95424
1 2 1 352.1 52 428 064
1 2 2 840.1 69 511842
2 1 1 191.6 43 333422
2 1 2 237.3 34 235722
2 2 1 844.8 94 444 432
2 2 2 1296.0 99 420948

Table 1: Skadedata, duration i ar, skadekostnad i kronor
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Figure 1: Ovre figuren: histogram baserat pa {yje : t =1,...,10} for 4 olika
index j. Mellersta figuren: histogram baserat pa {y;; : t = 1,...,10} for 3
olika index j. Undre figuren: histogram baserat pa {y;; : j =1,...,10,t =
1,...,10}.
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Uppgift 1

Téathetsfunktionen (sannolikhetsfunktionen) f6r EDM ges av

¢/ Wy

vilket (baserat pa stickprov bestaende av n oberoende och likafordelade vari-
abler) ger log-likelihood funktionen (fér ML-skattning av )

18:63) = 5 3 wi(usds —b(61)) + 3 el )

NAVRZN) Zexp{ +C(ya¢,wi)}

Eftersom p; = V'(6;) och 6; = h(u;) dir h := (b')~! &r en (monoton) 1-1
avbildning kan log-likelihood funktionen omparametriseras till en funktion

l(p) == l(h(p); ¢,y) dér h(p) := (h(p1), .., h(pn)). Vi skriver I(p) istéllet
for I(p). Notera att

1) = 5 3 wh() = Bh(u)) + 3 el )

Enligt definition galler D*(y, ) = 2(l(y) — (1)) och D(y, ) = ¢D*(y, ).
Dérfor giller

D(y. 71) = 62((y) — ()
- <z>; 3w (yih() = (b)) — ik + (b))

= Zwid(yi,ﬁz‘)

Uppgift 2

Med bascell (2,2,2) pga storst duration véljs 81 = log~o, P2 = logvii,
B3 = log y21, B4 = logy31 och designmatrisen blir

(1 1 1

1
0
1
0
1
0
1

OO O ==
O = = O O =

—_ = = = e e

000

For skadefrekvens dr Tweedie(1) lamplig vilket ger ML-ekvationerna

8 4
Zdi(yi —pi)zg =0, k=1,...,4, p;=-exp (Zﬁszj)a
i1 =
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dar d; fas fran rad ¢ i kolumnen ”Duration” och y; = n;/d; dar n; fas
fran rad 4 i kolumnen ” Antal skador” enligt Tabell 1. Skattad forvantad
skadefrekvens for cellen (2,2,2) ar ﬁéF) = exp(f1), dar B; kommer fran

l6sningen till ML-ekvationerna. Spridningsparametern skattas som Pearson
residual:

g = Ly g v R

Variansen for antal skador for ett ny ettarig forsdkring som tillhor cellen
(2,2,2) skattas som ﬁéF);ﬁ(F).

For medelskada &r Tweedie(2) lamplig. Eftersom skadebeloppen inte beror
pa kovariater blir vintevardesskattningen

~(S) _ §1+ -+ S8
ny+---+ng

dar n; och s; fas fran rad ¢ i kolumnerna ” Antal skador” respektive ” Skadekost-
nad”. Spridningsparametern skattas som Pearson residual:

(S) s (?4—7*7(5))2

(E = L% —
8-1 i=1 (/‘(S))2

dar y; = s;/n;. Variansen for ett skadebelopp skattas som (,L/I(S))2¢A5(S ).
Viénteviarde och varians for skadekostnad for en ny ettarig forsdkring som

tillhor cellen (2,2, 2) skattas som ﬁéF)ﬁ(S) respektive

A 6B () 4 a8 (2)?6S) = a8 (a)? (95 + ¢5))
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Uppgift 3

Skriv pa listform enligt (tex)

DN RN RN DNDNDNDDNDDRNRN DN DN /= o e e e e e e e s
DO RN RN NN = H = = =K KNDRNDNDN R — e
W WNNRF R~ WWNNRFRFWWNON R WWN N~
N R NN FEDNRFEFDNDRFEDNDFEDNRFEDNDEFENDFEDNDRFEDNDRFEND -

dvs totalt 2-2-3-2 = 24 rader. Modellen ar E[Y;;r1] = Yoy1:72jV3k7yar dér
711 = 0.8 och 715 = 1.0 ar givna. Pa listform blir modellen

.
E[Y]] :umi:uiexp(ZBjxij), i=1,...,36, r=1+1+4+2+1=5.
=1

Med (1,1, 1) som bascell fér den multiplikativa modellen for p; fas

B1 =1logvo, B1 =logvi2, B2 =logv2, B3 = logvysa, Ba = logvyss, s = logyan
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vilket ger designmatrisen

== === O OO OO0 00O HERFERFERFRERFRFOOOOOO
O ROFROFROFROFRFOFOFRFOFRORFOFORFO

e e e i e e e e e
OO P OO, P OO, OOODOFRFEOO
— = 0O OO0 MMF OO0 MPF OOOOFFEFOOOO

Notera att u; = 0.8 for ¢ = 1,...,12 och u; = 1.0 for ¢ = 13,...,24. ML-
ekvationerna ges av (Tweedie(1))

24 5
i=1 j=1

dar y; = yi/u; och w; = w;u; dér y; och w; betecknar observerade skade-
frekvenser och durationer enligt ursprunglig data.

Uppgift 4

For vardera av histogramen med olika farger géller att den betingade fordel-
ningen for Yj; givet V; ser symmetrisk och littsvansad ut: N(Vj, 0% /wjt),
dar w;; = 100, ar en rimlig gissning. For normalfordelningen galler att
sannolikheten att ett slumpat virde hamnar inom 2 standardavvikelser fran
vantevardet dr ca 0.95. Sannolikheten att 10 oberoende slumpade véirden
alla hamnar inom 2 standardavvikelser fran vantevirdet dr darfor ca 0.950 ~
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0.63. En rimlig skattning &r darfor att 40/10 &r ungefar bredden pa ett
histogram av en given farg. D& bredden &ar ungefar 150 16ses ekvationen
40 /10 = 150 vilket ger ¢ = 375. Vi noterar att férdelningen for Yj; har
vintevirde pu och varians 72 + 02/100. Med samma argument som ovan
16ses ekvationen 4%(72 + 02/100) = (980 — 330)? vilket ger 7 = 158.1139.
Fran figur gissar vi 1 = 550 och g;. ~ 900 for observationerna som svarar
mot fargen rod. Kredibilitetsvikten skattas till

1000

~ 0.994
1000 4 3752 /1582

vilket ger kredibilitetsskattningen

1000
1000 + 3752 /1582

B 1000
1000 + 3752/1582

-900 + (1 ) - 550 ~ 900

Notera att det gar att gora mer noggranna skattningar.

Uppgift 5

4
@) =Y"0;Bj(a), 6:=(B"WB+12) 'BT"Wy, Bj(a)=d""
j=1

Eftersom W = diag(wi,...,wy4) och y; = xj/w; fas Wy = x. B ér 4 x 4
matris med B;; = Bj(x;):

1 a a? df 1 22 484 10648

B |l @ a3 a3 | |1 25 625 15625
|1 a3 a3 a3 | | 1 40 1600 64000
1 ay af a} 1 67 4489 300763

Q &r symmetrisk 4 x 4 matris med Qj;, = 2700 BY(t) By (t)dt:
Qjp =0o0m j < 2eller k <2,

70 70 70
933:2.2-/ dt, 934:2.6./ tdt, 944:6-6-/ t2dt
20 20 20

vilket ger

00 0 0 00 0 0

Q_|00 0 0 o0 0 0
10 0 4(70 —20) 12(70% — 20?) /2 0 0 200 27000
0 0 12(70%2—20%)/2 36(70% —20%)/3 0 0 27000 4.02-10°
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Fér parametervirden A = 1 och A = 10* fas

—1.967507 - 101 4.748017 - 1072

| 2.285515-1072 oy | 2.306996 - 1073
o(r=1) —6.467150-10~* |’ O(r=107) = —1.240804 - 10~
5.348262 - 106 1.312718 - 1076

(b) Se figur 2. Uppenbart att A = 1 ger en orimlig kurva medan A = 10* ger
en rimligare kurva. Notera att f1(50) = —0.002247957 och att fi54(50) =
0.01671876.
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Figure 2: Kurvanpassning till skadefrekvenser for olika aldrar.



