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Tillatna hjdlpmedel: Minirdknare och formelsamling, samt ldrobok och an-
dra skriftliga informationskéallor. Tabell 6ver F-kvantiler aterfinns nedan.
Det giller dven att x2,5(1) ~ 3.8. Det ir inte tillatet att ta hjilp av andra
personer.

Resonemang skall vara tydliga och latta att f6lja. Varje korrekt och fullstandigt
16st uppgift ger 10 podng. Foljande granser giller for betygen A-E:

A B C D E
45 40 35 30 25

Uppgift 0

Skriv en forsdkran att du lost alla uppgifter sjalvstandigt. Detta kravs for
att tentan ska rattas.

(0 p)
Uppgift 1

En grupp epidemiologer studerade sambandet mellan kaffekonsumtion och
hjartfrekvens vid vila. De noterade hjartfrekvens Y; (enhet: slag/minut)
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och kaffekonsumtion z; (enhet: koppar per dag) fér ¢ = 1,...,20 personer.
Vidare satte de upp en enkel linjar regressionsmodell

Yi=a+Bx;i+e, i=1,...,20, (1)

for sambandet mellan kaffedrickande och hjéartfrekvensen vid vila. Hér &r
g; oberoende och N (0, 0)-fordelade feltermer, a svarar mot den genomsnit-
tliga hjartfrekvensen for personer som inte dricker kaffe, medan 8 anger hur
mycket hjartfrekvensen dndras da kaffekonsumtionen 6kas med en kopp per
dag. Resultatet fran studien sammanfattas med summorna

Y0 @ = 60.0,
i2i(z —1)* = 85.0,
0y, = 1580.0,
YR, Yl —x) = 160.2,
20V —a— Bx;)> = 3010,

dér z = Y, x;/20.
a) Berdkna minsta kvadrat-skattningen & av a. (Ledning: Skatta forst
parametrarna i en centrerad regressionsmodell Y; = & + 8(x; — &) + &4, dér

de forklarande variablerna dndrats fran z; i (1) till z; — Z.) (3 p)
b) Bestim medelfelet d = \/Var(a) for skattningen i a). (4 p)

c) Ange ett 95% konfidensintervall for «. (Ledning: Erforderlig t-kvantil
fas som kvadratroten av en F-kvantil som aterfinns i tabellen lingst ned i
denna skrivning.) (3 p)

Uppgift 2

I en betongfabrik undersoks hur betongens hallfasthet &ndras d& méangden
vatten och cement varierar kring de varden som for narvarande anvands vid
betongproduktionen. Koncentrationerna av 6vriga ingredienser (ballast och
kemiska tillsatsmedel) halls ddremot konstanta. Totalt genomfoérs N = 25
experiment ¢ = 1,...,25 dar vatten x1; och cement xo; registreras, liksom
hallfastheten Y; (genom att den stelnade betongen far genomga olika accel-
ererade stresstester). I det omrade inom vilket de forklarande variablerna
varierar sa antar man att vatten- och cementméangden paverkar hallfastheten
linjart och additivt, utan nagot samspel. Darfor jamfors linjara regressions-
modeller med ingen, en eller tva forklarande variabler. Forsoket ar upplagt
sa att de tva forklarande variablerna &r ortogonala, det vill séga

25

D (@15 — T1) (w2 — T2) = 0,

=1

med 7; = >.7°, xj;/25. For den fullstindiga modellen med tva kovariater
far man foljande variansanalystabell:
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’ Variationskalla ‘ Kvs ‘

Vatten 4.5
Cement 4.4
Residual 22.0
Totalt 30.9

a) Genomfor forsta steget i framatinkludering (Forward Selection, F'S). Un-
dersok alltsa om nagon forklarande variabel ska tas med. Signifikansnivan
valjs till 5%. (Ledning: Pa grund av ortogonaliteten mellan de forklarande
variablerna fas kvadratsumman for avvikelsen mellan en grund- och en hy-
potesmodell som kvadratsumman (i tabellen ovan) for den forklarande vari-

abel som ingar i grundmodellen men inte i hypotesmodellen.) (5p)
b) Genomfor forsta steget i bakateliminering (Backward elimination (BE).
Diskutera eventuella skillnader gentemot resultatet i a). (5 p)
Uppgift 3

Faltbiologen Eva underséker hur brunréta i trdd (reduktion av méingden
lignin) paverkas av méngden av tva svampsorter. Som fOrsdksmaterial
anvander hon sig av 30 trid i ett vaxthus. Dessa trad tillhér samma art och
ar lika gamla. Eva injicerar olika koncentrationer av de tva svampsorterna
pa respektive trad och méter sedan hur mycket ligninméngden Y pa tradet
har minskat ett ar senare. Detta sker enligt en tvasidig variansanalys typ 1,
dér koncentrationen av svampsort 1 (faktor 1) varieras pa tre nivaer medan
koncentrationen av svampsort 2 (faktor 2) varieras pa fem nivaer. For varje
nivakombination av de tva faktorerna analyseras tva trad.

a) Formulera den tvasidiga variansanalysmodellen matematiskt, dar bade
huvudeffekter och samspel ingar. (3p)

b) En variansanalystabell fran forsoket har foljande utseende:

Variationskalla | Kvs
Svampsort 1 8.5
Svampsort 2 15.8
Samspel 15.2
Inom celler 14.0
Total 53.5

Testa pa nivan 5% om det finns nagot signifikant samspel mellan hur kon-
centrationen av de tva svampsorterna tillsammans paverkar ligninreduktio-
nen. (3 p)
c) Testa pa nivan 5% om svampsort 1 har en signifikant paverkan pa lig-
ninreduktionen. Variationskéallan samspel tas med for att skatta feltermer-
nas varians eller ej, beroende pa om samspelet i deluppgift b) inte ar eller
ar signifikant. Kommentera #ven vilken inverkan valet av skattning av o?

har. (4 p)
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Uppgift 4

Lasse ar en statistikintresserad bagare som vill undersoka hur koncentratio-
nen av surdeg (5), vatten (V') och mjol (M) paverkar volymen Y hos den
jista degen efter 10 timmar. Han genomfor ett 23-forsok utan replikat, dér
volymen av den jasta degen bestdms da méangden surdeg, vatten och mjol
varieras pa en lag (-) och en hég (4) niva. Lat Yjj, beteckna volymen hos
den jésta degen (enhet: dm®) da S, V och M &r pa nivaerna i, j, k € {—, +}.
Tabellerna nedan visar var sitt fraktionellt 23~ !-férsok, som bada utgor delar
av det fullstindiga 23-forsoket.

S|V | M| Yk S|V | M| Yy
-l -1 - 1]105 - - |+ | 115
+ |-+ |155 -+ - | 125
-+ - | 125 +1|-| - | 145
+ |+ | + | 185 + |+ |+ | 185

a) Bestdm kopplingsschemat for respektive forsok. (Ledning: Boérja med
att fylla ut respektive teckentabell med kolumner for SV, SM, VM och
SVM.) (3p)

b) Anta att alla interaktioner av ordning 2 och 3 mellan de tre faktorerna
kan forsummas, och ansétt en additiv modell

Yijk=p+S - i+V -j+M-k+eijp, (2)

dér p anger intercept, och S, V', M effekten av respektive faktor. Feltermerna
€ijk ar oberoende och normalférdelade med vantevarde 0 och varians o?. For
vilket av de tva fraktionella forsoken ovan kan minsta kvadrat-skattningar
av de tre huvudeffekterna S,V , M beriknas? Berdkna dessa skattningar

S , V,M for det forsok du valde. Motivera #ven om feltermsvariansen o
skattas for modellen (2). (4 p)
c) Lat

Vijg=p+S-i+V-j+ e (3)

vara den additiva modell dér huvudeffekten fér mjol tagits bort i (2) och
inkluderats i den nya feltermerna €;;, = M k+ €ijk, som antas oberoende
och N(0,5%)-fordelade. Anviind skattningarna i b) for att bestimma for-
klaringsgraden R? hos modellen (3), for det dataset du valde i b). (Ledning:
For varje faktor F' € {S,V, M} ib) géller Kvs(F) = 4F2. Dessutom r dessa
tre faktorer ortogonala, sa att kvadratsumman for en variationskélla med
flera faktorer 4&r summan av de ingaende faktorernas kvadratsummor.) (3 p)

Uppgift 5
Lat
}/ij:/l+5i+€ij:ﬂ+€ija i=1,....k, j=1,...,n, (4)



Linjara statistiska modeller, 18 augusti 2021 )

beteckna observationer fran en ensidig variansanalys typ II, dar u = E(Y;;)
ir viinteviirdet for responsvariabeln, d; ~ N(0,02) anger inverkan fran fak-
torns olika nivaer medan e;; ~ N(0,02) ir feltermer. Vidare antas att alla
0; och €;; vara oberoende av varandra. Antalet observationer ar N = kn,
modellens enda regressionsparameter ar p och fluktuationerna hos Y;; kring
o beskrivs av €;; = §; + €.

a) Visa att (4) kan skrivas som en allmén linjar modell
Y =Au+e,

dirY = Yi1,..., Y1in, Yo1,. .., Yan)? ér en responsvektor av dimension N x
1, A en designmatris av ordning N x 1 och € = (€11,...,€1n, €21, -, €kn)’
en N x 1-vektor med véntevirde F(e) = 0 och kovariansmatris Var(e) = X,
som har en blockdiagonal struktur

A 0 ... 0

0O A ... 0
3. = BDiag(A,...,A) = ) A

0 0 ... A

med identiska k x k-matriser A ldngs diagonalen. Ange speciellt A och A.
(Ledning: Du kommer ha nytta av att berikna kovariansen mellan olika
€ij-) (3 p)
b) Man kan visa att den generaliserade minsta kvadrat-skattningen av p
ges av i = (ATEZ71A)1ATS~Y, dir 7! = BDiag(A™!,..., A7) &r
inversen av 3. Visa med hjilp av detta att

Var(f1) = (AT27tA)!

ar variansen for parameterskattningen. (Ledning: Boérja med att skriva
skattningen av p pa formen i = BY for lampligt vald matris B.) (2 p)

c) Anvénd a) och b) for att forenkla uttrycken for ;i och Var(ji) sa langt
som mojligt, genom att forst forenkla uttrycken for A3 1A och AT
(Ledning: Om 1, = (1,...,1)" &r en kolumnvektor med n ettor och I,
enhetsmatrisen av ordning n sa géller att (a1,1. +bI,)' = —al,1L /(nab+
b?) + I,,/b for alla a och b sadana att nab + b # 0.) (5p)
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fi=1 2 3 4 5) 6 7 8 9 10
fo=1] 1614 199.5 215.7 224.6 230.2 234.0 236.8 238.9 240.5 241.9
2 185 190 192 192 193 193 194 194 194 194
3 10.1 9.6 9.3 9.1 9.0 8.9 8.9 8.8 8.8 8.8
4 7.7 6.9 6.6 6.4 6.3 6.2 6.1 6.0 6.0 6.0
) 6.6 5.8 5.4 5.2 5.1 5.0 4.9 4.8 4.8 4.7
6 6.0 5.1 4.8 4.5 4.4 4.3 4.2 4.1 4.1 4.1
7 5.6 4.7 4.3 4.1 4.0 3.9 3.8 3.7 3.7 3.6
8 5.3 4.5 4.1 3.8 3.7 3.6 3.5 3.4 3.4 3.3
9 5.1 4.3 3.9 3.6 3.5 3.4 3.3 3.2 3.2 3.1
10 5.0 4.1 3.7 3.5 3.3 3.2 3.1 3.1 3.0 3.0
11 4.8 4.0 3.6 3.4 3.2 3.1 3.0 2.9 2.9 2.9
12 4.7 3.9 3.5 3.3 3.1 3.0 2.9 2.8 2.8 2.8
13 4.7 3.8 3.4 3.2 3.0 2.9 2.8 2.8 2.7 2.7
14 4.6 3.7 3.3 3.1 3.0 2.8 2.8 2.7 2.6 2.6
15 4.5 3.7 3.3 3.1 2.9 2.8 2.7 2.6 2.6 2.5
16 4.5 3.6 3.2 3.0 2.9 2.7 2.7 2.6 2.5 2.5
17 4.5 3.6 3.2 3.0 2.8 2.7 2.6 2.5 2.5 24
18 4.4 3.6 3.2 2.9 2.8 2.7 2.6 2.5 2.5 2.4
19 4.4 3.5 3.1 2.9 2.7 2.6 2.5 2.5 24 24
20 4.4 3.5 3.1 2.9 2.7 2.6 2.5 24 2.4 2.3
21 4.3 3.5 3.1 2.8 2.7 2.6 2.5 2.4 2.4 2.3
22 4.3 3.4 3.0 2.8 2.7 2.5 2.5 24 2.3 2.3
23 4.3 3.4 3.0 2.8 2.6 2.5 2.4 2.4 2.3 2.3
24 4.3 3.4 3.0 2.8 2.6 2.5 24 24 2.3 2.3
25 4.2 3.4 3.0 2.8 2.6 2.5 2.4 2.3 2.3 2.2
26 4.2 3.4 3.0 2.7 2.6 2.5 24 2.3 2.3 2.2
27 4.2 3.4 3.0 2.7 2.6 2.5 2.4 2.3 2.3 2.2
28 4.2 3.3 2.9 2.7 2.6 24 24 2.3 2.2 2.2
29 4.2 3.3 2.9 2.7 2.5 24 2.3 2.3 2.2 2.2
30 4.2 3.3 2.9 2.7 2.5 24 2.3 2.3 2.2 2.2

Table 1: F-kvantiler Fy o5(f1, f2) avrundade till en decimals noggrannhet




