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Uppgift 1

a) Skriv den centrerade regressionsmodellen som
Yi=a+ Bz, —%)+e, i=1,...,20,
med intercept & = a4+ SZ. Minsta kvadrat-skattningarna av & och g ges av

32, Yi/20 = 1580.0/20 = 79.0,

B = Vil —3)) 3 (z — )2 = 160.2/85.0 = 1.8847. (1)

Eftersom z = ), 2;/20 = 60/20 = 3 blir skattningen av den forvintade
hjartfrekvensen

& =& — Bz ="79.0—1.8847-3 = 73.346 = 73.3 (2)

for personer som inte konsumerar kaffe.
b) Da de tva skattningarna i (1) dr oberoende stokastiska variabler, foljer
av (2) att

Var(aé) = Var(a)+ Var(B) - 22

o2z2

0_2

0 T S @-a)
_ 2 (1 3.02
=0 (%er)
= 0.1559 - o2.

Antalet frihetsgrader for variationskéllan Residual &r 20-2=18. Av detta
foljer att

(3)

.o Kvs(Residual)  301.0
g = =
18 18
Genom att kombinera (3) med (4) sa far vi ett medelfel

d=+v0.1559 - 6 = v0.1559 - 16.72 = 1.6145.

= 16.72. (4)
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c) Ett 95 % konfidensintervall for den forvéintade hjirtslagsfrekvensen, for
personer som inte dricker kaffe, &r

Io = (& —t0.025(18) -d,& +to.025(18) - d)
= (73.346 — 2.1009 - 1.6145, 73.346 + 2.1009 - 1.6145)
—  (69.95,76.74),

dédr virdet pa t-kvantilen fas fran tabell (tg.025(18) = /Fo.05(1,18)).

Uppgift 2

a) Vi borjar med att fylla i antalet frihetsgrader f i den fullstindiga model-
lens variansanalystabell:

’ Variationskéilla ‘ f ‘ Kvs ‘

Vatten 1 4.5
Cement 1| 44
Residual 22 | 22.0
Totalt 24 | 30.9

I forsta FS-steget testas tva olika grundmodeller, med vatten respektive
cement som forklarande variabel, med ett F-test mot en hypotesmodell
som bara innehaller intercept. Eftersom variationskillan vatten har storst
kvadratsumma riaknar vi forst ut F-kvoten for delmodellen som endast har
vatten som forklarande variabel. Om vi anvidnder denna delmodell som
grundmodell far vi enligt ledningen

Kvs(Regression) = ||t — 12
= Kvs(Vatten)
— 45,
Kvs(Residual) = ||Y — f?
= Kvs(Cement) + Kvs(Residual) gt
= 44+220
= 264

dér Y &r observationsvektorn, medan fx och iL ar skattningar av dess vintevirde
p enligt grund- respektive hypotesmodellen. Eftersom antalet frihetsgrader
for Regression och Residual &r 1 respektive 1+ 22 = 23 far vi en
_ Kvs(Regression)/1
F-kvot = KXS Residual) /23

26.4/23
3.92,

som understiger Fpo5(1,23) = 4.279. Darfor forkastas inte nollhypotesen,
svarande mot att vattenméingd inte ger ett signifikant bidrag till betongens
hallfasthet.
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De andra delmodellen med bara cement som forklarande variabler har ocksa
1 frihetsgrad for Regression och 23 frihetsgrader for Residual. Eftersom dess
kvadratsumma Kvs(Regression) = Kvs(Cement) &r ldgre och deras kvadrat-
summa Kvs(Residual) = Kvs(Total) — Kvs(Regression) for residual &#r hogre
jamfort med modellen som bara har vatten som forklarande variabel, sa
kommer F-kvoten fér denna delmodell vara légre &n 3.92. Dérfor forkastas
inte nollhypotesen att ingen forklarande variabel ingar i detta test. Slutsat-
sen blir att FS-schemat stannar efter forsta steget och den valda modellen
har endast intercept men inga forklarande variabler.

b) I forsta steget av BE-schemat testas den fullstdndiga modellen med tva
forklarande variabler mot tva olika hypotesmodeller dar antingen vatten eller
cement tas bort som forklarande variabel. Vi borjar att testa grundmodellen
mot den hypotesmodell M; som endast har vatten som forklarande variabel.
Med hjilp av ledningen fran a) far vi

i — )2 = Kvs(Regression)gss — Kvs(Regression) s,

= [Kvs(vatten) 4+ Kvs(cement)] — Kvs(vatten)

= Kvs(cement)

= 44, (5)

Kvs(Residual) = ||Y — ]2
= Kvs(Residual)gst
— 220,
och en -
F-kvot = %
_ _44 (6)

22.0/22
4.4,

som overstiger Fpos5(1,22) = 4.301. Déarfor forkastas nollhypotesen att ce-
ment ska tas bort fran grundmodellen. P4 motsvarande sétt fas en dnnu
storre F-kvot (= 4.5/(22.0/22) = 4.5) da grundmodellen testas mot en hy-
potesmodell My diir endast cement finns med som férklarande variabel. Aven
hér forkastas nollhypotesen, att vatten tas bort fran grundmodellen. Slut-
satsen blir att BE-schemat stannar efter forsta steget och den fullstéindiga
modellen, med bade vatten och cement som forklarande variabel, viljs.

BE-metoden véljer alltsa en storre modell &n FS-metoden, och dess resultat
dr att foredra. Anledningen dr att i F'S-schemats forsta steg sa inkluderas
ingen av de tva forklarande variablerna, eftersom dess effekter pa respon-
svariabeln &r fér sma i forhallande till residualernas storlek (som ju férutom
den fullstdndiga modellens feltermer och skattningsfel d&ven innehaller den
forklarande variabel som inte testas med respektive F-kvot). Med andra ord
finns det for mycket oférklarad variation i de tva grundmodeller som testas
i FS-schemats forsta steg, for att de effekter som testas ska bli signifikanta.
Detta fenomen uppstar inte i BE-schemats forsta steg, eftersom residualerna



Linjéra statistiska modeller, 18 augusti 2021 4

i F-testet harror fran den fullstéindiga modellen, och ddrmed inte innehaller
nagon oforklarad variation fran vatten eller cement.

Uppgift 3

a) Modellen kan skrivas som
Yijk = p+ i + Bj + vij + €ijs (7)

for minskningen av ligninméngden hos trid k& € {1,2} inom den grupp av
trid som injiceras med en koncentration pa niva i € {1,2,3} for svampsort
1 och pa niva j € {1,2,3,4,5} for svampsort 2. Parametern p svarar mot
medelvirdet av den forvintade ligninreduktionen for alla 3-5 = 15 grupper,
«; anger den systematiska effekten av da svampsort 1 har koncentration
pa niva i, 3; den systematiska effekten da svampsort 2 har koncentration
pa niva j. Slutligen anger 7;; samspelet mellan de bada svampsorternas
inverkan pa ligninreduktionen. For att undvika 6verparametrisering infor vi
totalt 9 linjirt oberoende bivillkor >, c; = > . 8; = >2;vij = >2;7%; = 0
(varav 1 bivillkor for oy, 1 for f; och 3-5 — (3 —1)(5 —1) = 7 for ;).
Feltermerna ¢; antas vara oberoende och normalfordelade med vintevirde

0 och varians o2.

b) For att testa grundmodellen (7) mot hypotesmodellen
Ho . f}’ij = O, Vl,j

att det inte finns nagot samspel mellan de tva svampsorternas inverkan pa
ligninreduktionen, bildar vi

Mkvs(Samspel) Kvs(Samspel)/8 15.2/8
F-kvot = = = = 2.04.
Ve Mkvs(Inom celler)  Kvs(Inom celler)/15  14.0/15

Har utnyttjade vi att variationskéllan Samspel har (3—1)(5—1) = 8 frihets-
grader, medan Inom celler har 3-5(2 — 1) = 15 frihetsgrader. Da F-kvoten
har en F'(8, 15)-fordelning under Hy sa jamfor vi dess observerade virde med
95%-kvantilen

Fo.05(8,15) = 2.64.

Eftersom F-kvoten inte overstiger detta vérde kan vi inte forkasta Hg pa
signifikansnivan 5%.

c) Da samspelet i b) inte var signifikant sa viljer vi en additiv modell (=hy-
potesmodellen Hy fran b) ovan) som grundmodell. Alltsa slar vi ihop de tva
variationskéllorna Samspel och Inom celler till en ny variationskélla med
8+15=23 frihetsgrader. Vi skattar sedan feltermernas varians enligt

.o Kvs(Samspel) + Kvs(Inom celler) _15.2+140

_ — 1.2696.
? 8+ 15 23
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Eftersom variationskdllan Svampsort 1 har 3 nivaer och alltsa 3-1=2 frihets-
grader far vi en

Kvs(Svampsort 1)/2  8.5/2
62 ~ 1.2696

F-kvot = = 3.3475 < Fy5(2,23) = 3.422.

(8)
Saledes kan vi inte férkasta nollhypotesen H|, att variation av den injicerade
koncentrationen av svampsort 1 inte har nagon effekt pa triddets minskade
ligninméngd, pa nivan 5%. Om vi déremot inte hade inkluderat variations-
kéllan Samspel i residualerna hade vi i stéllet fatt en

Kvs(Svampsort 1)/2  8.5/2

F-kvot = _
Yo' Kvs(Inom celler)/15  14.0/15

= 4.55 > F05(2,15) = 3.68,
(9)

som oOverstiger troskelviardet. Med andra ord hade nollhypotesen forkastats.
Skillnaden mellan (8) och (9) illustrerar risken att inkludera ett icke-signifikant
samspel i variationskéllan residual.

Uppgift 4

a) Genom att utoka teckenschemat for det forsta fraktionella férssket med
kolumner fér enheten I och alla interaktioner av ordning 2 och 3 fas:

I\ S|V |M|SV|SM|VM|SVM

+-7-1T-1T+1+1+ -
ol I N A I S -
o I A S -

+l+ ]+ [+ ]+ ]+

Vi parar sedan ihop identiska kolumner och erhaller kopplingsmonstret I =
SM,S =M,V =SVM, SV = VM. Alternativt ser man forst att SM
ar kopplat till enheten och fyller sedan pa med de andra tre kopplingarna
enligt S = SI = S(SM) = S?M = IM = M,V = V(SM) = SVM och
SV =SV(SM)=VM.

For det andra fraktionella férsoket gor vi pa motsvarande sétt. Utfyllnad av
teckentabellen ger

I\ S|V |M|SV|SM|VM|SVM

+-1-1T+]+1 - - +
o T I A I S -
e e i R N B +
+l+|+l+ ]+ + ]+ -

Genom att sammanfora identiska kolumner ser vi att kopplingsmonstret
ar I = SVM, S = VM,V = SM, M = SV. Alternativt kan vi forst
notera att SV M &r kopplad till enheten I, och sedan bestimma de andra tre
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kopplingarna utifran det, t ex S = SI = S(SVM) = S’°VM =IVM = VM
osV.

b) I det forsta fraktionella forsoket dr huvudeffekterna S och M kopplade
till varandra och kan dérigenom inte sérskiljas. For det andra fraktionella
forsoket tillhor de tre huvudeffekterna olika par av kopplade effekter. Varje
huvudeffekt dr alltsa kopplad till en interaktionseffekt. Eftersom alla inter-
aktionseffekter satts till 0 kan alla tre huvudeffekterna S, V och M skattas
for detta forsok.

For att skatta huvudeffekterna for det andra fraktionella forsoket infor vi
observationsvektorn Y = (Y__ ., Y, Y, Y, )T parametervektorn
0 = (11, S,V,M)T, och designmatrisen

1 -1 -1 1

1 -1 1 -1
A= 1 1 -1 =1 |’

1 1 1 1

som fas genom att till vinster om det givna teckenschemat addera en kolumn
med ettor (svarande mot p). Man kan sedan anvénda den allménna formeln

= (ATA)1ATY — iATY

for minsta kvadrat-skattningen av 0. Efter lite rdkningar ser man att skatt-
ningarna av de tre huvudeffekterna blir

= (—Y__+ — Y_+_ + Y_|___ + Y+++)/4 = 225,
= (=Y +Y 4 —Y, _+Yii)/d=1.25 (10)
= (Y__+ — Y_+_ — Y+__ + Y+++)/4 =0.75.

§> = W

Alternativt kan man komma fram till (10) direkt genom att utga fran det
andra forsokets teckenschema, da dess kolumner dr ortogonala. Eftersom
antalet observationer d&r N = 237! = 4 och antalet parametrar i  &r k = 4,
sa dr antalet frihetsgrader for residualrummet N — &k = 0. Vi kan dérfor inte

skatta feltermsvariansen o2.

c¢) Vi stéller upp en variansanalystabell for modellen i b) och anvinder led-
ningen for att rdkna ut kvadratsummorna for alla variationskéllor:

’ Variationskélla \ f | Kvs ‘
S 1|4S5%?=20.25
1% 1] 4V2=6.25
M 1| 4M? =225
Totalt 3 28.75

For modellen i ¢) inkluderas faktor M i feltermerna. Det innebér att denna
modell har samma variansanalystabell som i b), fransett att variationskillan
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M #ndras till Residual. Eftersom variationskéllan regression innehaller tva
faktorer S och V, foljer av ledningen att

R Kvs(Regression)  Kvs(S) + Kvs(V)  20.25 +6.25
- Kvs(Total) ~ Kvs(Total)  28.75

= 0.922,

eftersom de tva variationskéllorna S och V &r ortogonala. Det innebéar alltsa
att Kvs(Regression) for den additiva och tvasidiga modellen i ¢) &r summan
av respektive faktors kvadratsumma.

Uppgift 5

a) Eftersom Yj; = p+e€;; = 1-p+¢€;; sa svarar  mot ett intercept i modellen.
Med andra ord &r koefficienten 1 framfor p for alla observationer Y;;. Déarfor
ges designmatrisen av A = (1,...,1)7 = 1y, dvs en kolumnvektor med n
stycken ettor. Vidare ges kovariansen mellan olika observationer av

0§+J€2, i=k,j=I,
Cov(Yij, Yi) = Cov(eij, ex) = Cov(di+eij, Op+em) = 03, i=k,j#I,
0, ik

Av detta foljer att feltermer €;; som héarrér fran olika nivaer ¢ pa faktorn
dr oberoende, vilket i sin tur medfér att Var(e) = 3 = BDiag(A, ..., A)
har en blockdiagonal struktur med matriser A = 021,17 + 021, lings
blockdiagonalen. Har anger I, identitetsmatrisenen av ordning n.

b) Lat B = (AT271A)"1ATS ! Eftersom i = BY sa foljer att

Var(ii)) = BVar(Y)BT
= (ATx 1A 1ATs lxx-1A(ATE1A)!
= (ATx A 1ATE 1AATstA) !
= (AT tAa)~ L

¢) Vi borjar med att notera att

ATstA = 1T 1y

= k17A 11,
k1l(021,1 + o21,)" "1, (11)
k:lr;f [—Uilnlg/(nagag + 03) + In/af] 1,
—kn?c?/(no2o? + o) + kn/o?
= kn/(no? +o?),

déir vi i fjirde ledet utnyttjade ledningen med a = o2 och b = o2. Invertering
av (11) ger att

Var(i) = (ATS71A) ™ = 62 /k + 02/ (kn). (12)
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Pa motsvarande satt far vi att

AT —als = alA Tt 1TAY), (13)
déar
1TA7Y = 17 [-021,1T /(no20? + o) + I,,/0?]
= [-no3/(nojo? +0d) +1/0?] 1] (14)

= 1;/(nog + 0?).

Genom att sitta in (14) i (13) ser vi att
AT =1% /(no? + o2). (15)
Dérefter kombinerar vi (12) med (15) och drar slutsatsen att

po= (ATStA)1ATS 1y
= (02/k+02/(kn)1Y /(no? + 0?)
14Y /(kn)
1LY /N
= Y1 +...+Ye)/N

ar vanliga stickprovsmedelvérdet av alla observationer {Y;}.



