MATEMATISKA INSTITUTIONEN Tentamensskrivning i
STOCKHOLMS UNIVERSITET Linjar algebra, MM5012
Avd. Matematik den 19 augusti 2021
Examinator: Yishao Zhou

Varje uppgift dr viard 5 poing och 15 podng ger garanterat betyg E. Motivera alla I6sningar noggrant.
Obevisade deluppgifter kan anvéndas.

1. (i) Lat P(R) beteckna det reella vektorrummet bestaende av polynom av grad hogst 2.
Bestam det linjara sambandet mellan baserna

B={l,z,2°} och B ={1,1+=z,1+2z%}

Ange matrisen [T]gst och [T]git for den linjara avbildningen T : Po(R) — Ms(R) definierad

genom
_ ( p(0) p(1)
T<p>—<p<—1> p<o>)

dér By ar standardbasen i My (R):

s {366}

(ii) Bestdm nollrummet till matrisen [T}gft .

5p
-2 1
2. (i)Lat A= % och b = 8

-3 0

00
(1) 8 . Visa att matrisen (b Ab A%b A3b) ir inverterbar.
01

oo =O

ar inverterbar.

—ap
—ay
—as
—as

Visa att M 1AM = och M1 = och att ag, a1, as, asz beror enbart

OO = O
o= OO
o oo
SO O

pa matrisen A.
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3. (i) Vilka av foljande former pa P, rummet av alla reella polynom av grad hogst lika med 2,
ar inre produkter?

(a) (p,q) = p(0)q(0), (b) (p,q) = p(0)q(0) +p(1)g(1) + p(2)q(2).
(i) Berdkna (t + 1,2 4 t) for var och en av inre produkterna i (i).

5p

4. (i) Lat V vara vektorrummet av alla odndligt deriverbara funktioner pa R som é&r periodiska

med period 1, och forse V' med inre produkt (f,g) = fol f(t)g(t)dt. Visa att D* = —D dér
D* ar den adjungerande operatorn till deriveringsoperatorn D.

(ii) Ar D sjélv adjungerad, normal?

5p

n
5. (i) Visa att unionen av alla cirkelskivor K; := {A € C : |A — ay4] < Z laik|}, i = 1,.,n,

k=1
ki
innehaller alla egenvérden till n x n-matrisen A med element a;;.



0 1 00
(ii) Bestam ett omrade dar alla egenvérden till matrisen A = 8 8 (1) (1) ligger.
-8 -1 2 2

(iii) Bestdm ett omrade dér alla nollstéllen till polynomet p(s) = s* — 2s% — 252 + s + 8 ligger.
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6. (i) Lat V vara ett vektorrum. Visa, for alla v € V' och alla skaldrer «, att
(a) 0v =0, (b) 0 = 0.
(i) Visa att for varje vektor v i ett vektorrum V &r —v = (—1)v. Speciellt foljer det att
vektorn —v ar entydigt bestamd av v.
5p

Fér tentamensaterlamning besdk https://survey.su.se/Survey/37054/sv



Losnimngsforslag:

1. (i) Det linjira sambandet mellan B och B’ ges av (1,1 + 2,1 + 2?) = (1,z,2%)A dir A =

1 11
0 1 0| Kallaitur och ordning basvektorer i Bieytst F11, E12, 21, Fos. En direkt berdkning
0 0 1
ger
1 0 0
2 1 1 1
T(1,2,2°) = (E11, E12, Ea1, Ea9) 1 -1 1
1 0 O
—_——
[T]gst

5
(777"

(ii) Vi kan bevisa att matrisen [T]%t har rang 3. Enligt dimensionssatsen ar dimensionen till
nollrummet lika med noll. Sa nollrummet &r {(0,0,0)}.

2. (i) Matrisen (b, Ab, A%b, A®b) &r en 6vertriangulir matris med diagonalelementen 1. Sa Den
ir inverterbar. (ii) Vi anviinder oss av definitionen for inversen till M: M~'M = I,. D&
M~1b #r lika med den férsta kolonnen i Iy, dvs, M~'b = (1,0,0,0)”. P& samma siitt har vi

M~YAM = MY (Ab, A%, A%, A%) = (M~ Ab, M~ A%, M~ A3b, M~ A%D).

kolonnner 2,3,4 i Iy

Lat nu M 1A% = (—ag, —a1, —az, —agz)T. Vi far M~YAM pa den 6nskade formen, kalla den
B. Nu ska vi visa att ag, a1, a9, a3 beror bara pa A. Detta foljer av att det karakteristiska
polynomet av matrisen B dr lika med s* + ags® + azs® + a1s + ag och det karakteristiska
polynomet av A och det karakteristiska polynomet av matrisen B ir lika (eftersom A och B
ar similarar).

3. (i) (a) definierar inte inre produkt eftersom positivitet inte garanteras. (b) definierar en inre
produkt eftersom alla axiom i definitionen ar uppfyllda: Det &r sjalvklart att (p,q) = (q,p)
och {ap, q) = a(p,q) dir a ér en skaliir; for ett godtyckligt polynom p(t) = co + c1t + cot?,

(p,p) = p(0)* + p(1)* + p(2)* = 0 = p(0) = p(1) = p(2) = 0
Vilket ger p(t) = 0. Sa positivitet ar uppfylld.
(i) Vi far
E+1L,2+t)=1-0+(1+1)-(12+1)+(2+1)-(22+2) =22

4. (i) For f,g 1V galler att f(0= f(1),9(0) = g(1). Partiell integration ger
1 1
(Df,g) = /0 F(Dg(t)dt = F(1)g(1) — F(0)g(0) /0 F(t)g (t)dt

1
= f(t)g'(t)dt = —(f, Dg) = (f,—Dg).
D

Saledes dr D* = —D.
(i) Eftersom D*D = —D? = DD* &r D en normal operator. Men D ir inte sjilv adjungerad.



5. (i) Lat A vara ett egenvérde till A och x den tillhérande egenvektor som uppfyller z; = 1 och
|zj| <1 for j #i. Da ger Az = \x

Zaijxj +ay; = A = |>\ - aii] = Zaijxj < Z |aij$j| < Z |6Lij|.

J#i J# i J#i
Sa e UK.
(ii) & (iii) Direkt rékning ger att p(s) &r det karakteristiska polynomet till matrisen
0 1 00
0 0 10
A=10 o 01
-8 -1 2 2

Enligt (i) ligger egenvirden till matrisen A ovan (séledes nollstéllen till p)
{z:|]z| <1}U{z: ]z —-2| <11} ={z: |z — 2| < 11}.

Eftersom egenvirden till AT #r samma som egenvirden till A giller dven uppskattning med
cirkelskivor i (i) for egenvirden till AT. D& har vi en liten annorlunda union av cirkelskivor:

{z:]z] <8IU{z:|z| <1}U{z:|2| <3}U{z:|z=2| <1} ={z:|z] <8} C {z: |z—2| < 11}.
Det sista verkar ge battre uppskattning.

6. (i) (a) Genom att i tur och ordning utnyttja raknereglerna 3, 4, 2, 5, 7, 5, 4 for definition av
vektorrum (se boken) far vi

Ov=0Ww+0=0+(v—-v)=0v+v)—v=_0v+1v) —v
=0+1)v—v=1lv—v=v—v=0.

(b) Pa grund av (a) ar 00 = 0. Med hjalp av 6 far vi darfor
a0 = «(00) = («0)0 = 00 = 0.
(ii) Genom att i tur och ordning utnyttja 3, 4, 2, 5, 7, och (i-a), (i-a)), 5, 7, och 5 far vi

(—v=(-1)v+0=(-1)v+(v—2)=((-1v+v)—v
=((-1)v+1lv)—v=(-1+1v—v=0—v
=0—v=0(—v)+1(—v) = (0+1)(—v) = 1(—v) = —v.



