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(1) Sätt ett kryss framför det rätta svaret.

(a) 2 · 10−24.

(b) 10−3

(c) Inget av ovanst̊aende

(d)

(
2 −1

−1 1

)
(e) stiffness.

(2) Observera att det exakta värdet är f ′(0) = −12

(a) Givet x0 = −0.5, f(x0) = −1.125,; x1 = 1, f(x1) = −24; x2 = 2, f(x2) = −48.

Använd Lagrangeinterpolation f̊as

f ′(0) = −1.125
2(0)− 1− 2

(−0.5− 1)(−0.5− 2)
+(−24)

2(0)− (−0.5)− 2

(1− (−0.5))(1− 2)
+(−48)

2(0)− (−0.5)− 1

(2− (−0.5))(2− 1)
= 0.9−24+9.6 = −13.5

Relativfelet är |(−12 + 13.5)/(−12)| = 0.125 = 12.5%.

(b) f ′(0) ≈ f(1)−f(−1)
1−(−1) = −24−12

1−(−1) = −18

Relativfelet är |(−12 + 18)/(−12)| = 0.5 = 50%.

(c) (i) är bättre än (ii). Eftersom funktionen är ett fjärdegradspolynom f̊ar vi bästa felet (0)

om vi interpolerar den med ett polynom av drag 4 och sedan derivera den. Med andra

ord jo högre grad en interpolation har desto bättre blir approximationen. Den centrerade

differensformeln har noggrannhets ordning O(h2) men steget i (ii) är stort h = 1. Där för

kan felet blir ganska stort.

(3) Att n × n-matrisen A är diagonaliserbar och har alla egenvärden mellan −k och 0 (dvs de är

reella) medför att systemet kan transformeras till n stycken ekvationen p̊a formen żi = λizi,

i = 1, 2, ..., n genom en similär transformation för A. Vi vet att för varje ekvation för zi har

Eulersmetod steglängden h ≤ −2/λi. Kombinera detta med λi ≥ −k f̊ar vi hmax = 2/k.

(4) L̊at En = I − Tn. Enligt feluppskattning för trapetsregeln har vi

En = −h
2(b− a)

12
f ′′(ξn), för n̊agot ξn i intervallet [0,2]

där a = 0, b = 2 och f(x) = 1
1+x2 . Derivera vi f tv̊a g̊anger f̊as f ′′(x) =

−2 + 6x2

(1 + x2)3
. Detta ger

|f ′′(x)| ≤ | − 2 + 6x2| ≥ | − 2− 6x2| ≤ 2

Insättning av denna uppskattning i En ger

|En| ≤
2h2

12
· 2 =

h2

3

som ska vara mindre är 5 · 10−6, dvs h2/3 ≤ 5 · 10−6, dvs h ≤ 0.003873. Men

n = 2/h ≥ 516.4 =⇒ n ≥ 517.

s̊a att f̊a den önskade felgränsen.



(5) (a) LU-faktorisering can skrivas p̊a följande sätt

a1 c1

b2 a2 c2
...

...
...

bn−1 an−1 cn−1

bn an

 =



1

β2 1
...

...
...

βn−1 1

βn 1





α1 c1

α2 c2
...

...
...

αn−1 cn−1

αn


Skriv ut komponentvis

α1 = a1, βk =
bk
αk−1

, αk = ak − βkck−1, k = 2, 3, ..., n

(b) L̊at δk = det(Ak), k = 1, 2, ..., n. D̊a, för k = 2, ..., n

δk = α1α2 · · ·αk = δk−1αk
(i)
=δk−1(ak−1 −

bk
αk−1

ck−1)
(i)
=akδk−1 − bkck−1δk−2

där δ0 = 1.

(c) Nej, när n är större än 21 blir den inte positiv deficit. Detta kan ses p̊a följande sätt. Fr̊an

(b) har vi

δ0 = 1, δ1 = 2, δk = 2δk−1 − 1.012δk−2

Eftersom

δk = 1.01k sin(k + 1)θ/ sin θ, där tan θ =
√

0.0201 =⇒ θ = 8.069◦

(visa detta) och 22θ < 180◦ < 23θ har vi det största n lika med 21.

(d) Antag att G har huvudiagonal element g1, ..., gn och off-diagonalelement under huvuddiag-

onalen h2, ..., hn, jämför An = GGT f̊ar vi gi =
√
ai − h2i och hi = bi/gi−1 för i = i : n,

därh0 = 0. Det har komplexitet O(n).

(6) För (a) och (b) m̊aste vi ha |ϕ′(p)| ≤ r < 1. Jo mindre r är desto snabbare är konvergensen.

1. ϕ(x) = − lnx =⇒ |ϕ′(p)| = | 1p | ≈ 2. S̊a det konvergerar inte utom vi startar x0 = p.

2. ϕ(x) = e−x =⇒ |ϕ′(p)| = e−p ≈ 0.6. S̊a den kan användas för lämpligt val av x0

3. ϕ(x) = x+e−x

2 =⇒ |ϕ′(p)| = 1
2 |1 − e

−p| ≈ 0.20 Den är snabbare än 2 och rekommenderas

att använda.

(c) Vi kan försöka med ϕ(x) = βx+e−x

β+1 där β ska bestämmas s̊a att f̊a snabbare konvergens.

Derivatan är

ϕ′(x) =
β − e−x

β + 1
=⇒ ϕ′(p) =

β − p
β + 1

Om vi väljer β ≈ p s̊a är konvergens mycket snabb.


