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(1) Satt ett kryss framfor det rétta svaret.
(a) Kvadratiskt konvergent
(b) A~! har 108 nollskilda element medan L och U tillsammans har 3 - 10* nollskilda element .
(c¢) Vid addition och subtraktion skall granserna for operandernas absoluta fel adderas.
(d) Ett interpolationsproblem.
(e) Valet av ¢ = 1000 ar olampligt eftersom problemet blir illa-konditionerat.

(2) Vi har genom Taylorutveckling
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Eftersom fjarde derivatan av ett polynom av grad < 3 alltid &r noll visar feluppskaningen att

Simpsonsregeln ar exakt for polynom av grad < 3.

(3) (a) narmevéardet f(0) kan riknas enligt foljande schema

0.1 64.987
—29.32
0.2 62.055 —1.95
—29.905 —0.20833
0.4 56.074 —2.09883
—31.1625
0.8 43.609
Detta ger

£(0) = 64.987 — 29.32(0 — 0.1) — 1.95(0 — 0.1)(0 — 0.2) — 0.20833(0 — 0.1)(0 — 0.2)(0 — 0.4) = 67.8812



(b) Om vérdena i tabellen har fel som inte 6verstiger 1/2 sa kan vi addera felet i varje kolonn.
Da kan vi uppskatta fel genom

0.1 0.5
—10
0.2 -0.5 50
5 —89.3
0.4 0.5 —12.5
—-2.5
0.8 -05
Sa felet ar

0.54+0.1-10+0.02- 50 + 0.008 - 89.3 = 3.2144 < 7/2
(c) Sjalvklart dr f(0) = ¢p. Vi har
f(h) = Cp + Clh + Cgh + Cgh =+ ; f(2h) = Cp + Clh + 62(2h) + Cg(Qh)h + -

—_—
Ry (h)

f(h) = f(2h)

Ri(h) = 91

+ f(h) <= Ru(h) = f(h) + f[h, 2h)(=h)

Vi har dven ¢y = R1(2h) + ¢2(2h)? + ¢3(2h)3 + -+ =
Ry (h) — Ri(2h)
22 -1

Rz (h)
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Extrapolera en gang till fas
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Nu ska vi som fér Ry (h) skriva om respektive —*—z—==— i term av dividerade

differenser. Det gors genom direkta berdkningar enligt definition:

Ry(h) — Ri(2h) _ f(h) + f[h 2h](=h) — (f(2h) + f[2h, 2°h)(—2h)
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Ry(h) = Ri(h) + f[h,2h, 2°h)(—h)(=2h) = f(h) + flh,2h)(~h) + f[h,2h,2°h](~h)(~2h)



Pa samma satt
Ry(h) — Ra(2h) _ Ri(h) + f[h, 2h,2%h](2h%) — (R1(2h) + f[2h,2%h, 2°R](2 - (2h)?))
23 —1 B 23 —1
B R0 (92 — 1) 4 f[h, 2h, 22h] - 2h2 — f[2h,22h,23R] - 2 - (2h)?
23 -1
flh,2h,22R)(2h2)(2% — 1) + f[h, 2R, 22h](2h?) — f[2h,2%h,23R] - 2(2h)?
23— 1

_220(f[h, 20, 2°h) — f[2h,2%h,2°R])) _ 23h3(f[h, 2h, 2°h] — f[2h, 2%h, 2°P]))
= 23 _ 1 - (23 - 1)h

= f[h,2h,2%h, 23h](—h)(—2h)(—22h)

Sa
Ra(h) — R2(2h)

€= 2 _ 1

Alltsa dr det samma resultat som (a).

(4) (a) Genom insattningen av givna funktionerna i ekvationerna.

(b) Vi skriver systemet pa matrisform:

w\ _(» ~im o
=A dar A= 2 2
i)~ e o i

losningen med Eulers metod ar
Yn+1 = Yn + hAy, = (I + hA)y,

Vi far y,, = (I + hA)"yo. Nu raknar vi matisen (I +hA)™ genom diagonalisering av matrisen
A. Vi kan inse att egenvarden dr A\; = —1 och Ao = —1000. En direkt berdkning ger de
motsvarande egenvektorerna (1,1) " rspektive (1,—1)". S&

a=r( b0 T\ T = bl
0 —1000 1 -1

(I+hA)"=T <(1 —h)"0 0 ) 7!

vilket ger att

0 (1 — 1000R)™

Y1,n = C1(1 = h)" + Co(1 — 1000h)™
yon = C1(1 — h)" — Cay(1 + —1000h)"™

(¢) yn gar mot 0 d& n — oo endast om stegliangden h ar tillrdckligt liten sa att uppfylla
[1—h| <1 och |1—1000h|<1

S& h < 1/500 = 0.002. I den exakta 1sningen ar =190 forsumbart liten jamfort med e~?.
Men det ar tyvarr inte sant for den numeriska losningen. For konvergens kravs steglangden
mindre dn 0.002. Trots att e~ 1900 i praktiken inte bidrar till 15sningen begrinsar faktorn
1000 i exponenten kraftigt steglangden. I sa fall &r Eulers metod knappt l&mplig. Da &r de

implicita metoder Gverldgsen.

+Ro(h) = f(h)+f[h, 2h](=h)+f[h, 2h, 22h)(—h)(—2h)+ f[h, 2k, 22h, 23 K] (—h) (—2h) (—22h)



(d) Da ar de implicita metoder Gverldgsen. Lat oss studera foljande (skalér) testproblem med

framat respektive bakat Eulers metoder.
Yy =Xy y(0)=yo, Ae€C
med fixed steglangden h.
Vi vet att 10sningen &ar
y(t) = yoe™
som gar mot 0 om och endast om Re\ < 0, dvs A € C~. Framéat Eulers metod &r
Yk+1 = Yk + Ay = (1 + Ah)yy.
Bakat Eulersmetod:

Ykt = Yo+ My & yerr = (1= M) "y
De gar mot 0 om och endast om |1 + Ah| < 1 respektive |1 — Ah| > 1. Vi skriver upp

mangderna
Qp={z:1+2/<1}cC”, C CcU={z:]1-2[>1}

Alltsa &r 2y enhetsdiskskivan centrerad i —1, en delméngd av C~ dér A ligger och €, utanfor
enhetsdiskskivan centrerad i 1 som técker hela C~. Déarfor fungerar bakat Eulers metod for

alla steglingder medan framat Eulers metod &ar inte sa.
(5) Sitt By = I — AX). Da
Bpo1 =1 — AXjp1 =1 — A(Xp, + X (I — AXy)) = I — AXy — AX3,(I — AX})
= (I - AXp)(I — AXy) = (I - AXp)? = B} = B}
Anvand en lamplig martisnorm kan vi fa en uppskattning
1EL] < [|Bo]l? — 0 dé k — oo
om ||I — AXo|| = || Eol| <1, dvs AX} — I. Vi far dessutom

[ Bt |
1Ex 12

<1

Sa konvergensen ar kvadratisk.
Kvarstar att bevisa AX, = XpA om AXg = XpA. Detta kan goras med matematisk induktion.
Vi har redan bassteget klart. Antag nu att AX; = XpA. Vi har

AXk+1 = A(Xk +Xk<l — AXk)) = AX; + AXk([ - AXk)
= XkA-l—XkA(I—XkA) = XkA—I—Xk(I—AXk)A = (Xk +Xk(I—AXk))A = Xk+1A

S& har vi bevisat att AX; — I medfor att X, — A~
(6) (a) 6z = A"16b = [|02]|0o < [|A7 0o |6b]|0c = 136 - 1072 = 1.36
(D) Koo(A) = [ Al ||A7 ||oo = 33 - 136 = 4488.
Losningen till ekvationssystemet dr oz = 1,—1,1,—1)". D& [|02]/oo/[|7] s = 1.36/1 = 1.36.

16b]l0s /|[blloc = 0.01/4 = 0.0025. Kvoten av dem &r 1.26/0.0025 = 554.



