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Uppgift 1

Observera att overlevelsefunktion inte 4r normerad i den form den
dr given i uppgiften.

a) Dodlighetsintensiteten ges av

—U'(z+1)

Hx+t = l($+t) .

Eftersom 10% - I'(x +t) = —2-10% - (100 — (z + t)) far vi att

2. (100 — (z + 1)) 2
= = L 0<t<100— z.
Hott = 7000 — (x + £)2 100 — (z + ©) “

Grafen av dodlighetsintensiteten p,1: som funktion av t givet x kan
nu ritas som i Figur 1. Vi har valt x = 50 som exempel.

b) Téathetsfunktionen for T, aterstaende livslingd, kan bestdmmas

genom att observera att Fp, (t) = 1— l(ﬁ;)t) (observera att 6verlevelse-

funktionen har normerats) vilket efter derivering med avseende pa t
ger det sokta svaret.
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1k . med x=50

Figur 1: Dédlighetsintensiteten iyt som/funktion av t for x=50.

04

Ett annat sétt dr att anvanda oss av perdknade dodlighetsin-

tensiteten. Viﬂ kaqn dé Skrim 2 0 ® W s 5
l(z+1) 2-(100 — (z 4+ 1))
t) = . = 0<t<100 — x.

c) Slutligen kan den forvintade aterstaende livslingden E[T,] = e,
bestdmmas genom formeln

0o oo _ 2 _
o) — / l(x+1) g — / (100 — (z + 1)) g — 100 — z
0 0

I(z) (100 — )2 I

Observera att integrationen sker 6ver intervallet ¢ € (0,100 — x), det
vill séiga positiva tillskott till integralen fas enbart for de t-virden
som omfattas av intervallet.

Uppgift 2

a) Den kvadratsumma som skall minimeras &r
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n
Q= watfz‘ ’ (ﬂxz —a— /36“/11')2'
=1

b) Minimeringen genomférs med v fixt, det vill sdga att man mini-
merar () med avseende pa « och 8 for fixt «v. Minimeringen genomfors
genom att 16sa ekvationerna

@

To = 0
och

dQ

% =0.

Efter forenkling, och med inférandet av nagra hjilpfunktioner (se
nedan), far man

mo1 — Bmio

jo)
Il

och

wmi1 — Mi10Mo1

B =

2

dar

n
w = § Wy
=1
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n
.
mio = waieV ’,
=1
n
mo1r = zwxlﬂxw
i=1
n
2vx;
myy = waie7’,
i=1
n
T~
mi1 = waie'Y " -
=1

Med dessa hjdlpberdkningar kan man firdigstélla skattningarna som
eftersoks.

Uppgift 3

Av definitionen av X(¢) framgar att forsékringen betalas med en
arspremie. Antag att premiebetalningsperioden ar n ar.

Vi skall berdkna nuvérdet, och dérefter kapitalvirdet, av framtida
premier vid durationen t. Lat n vara det antal ar som vi betalar en
arspremie. Tidpunkten n i forsdkringen dr alltsa vid den durations-
tidpunkt da premiebetalningsperioden férvintas upphora. Lat ag va-
ra definierad enligt géingse definition i kurslitteraturen. Det géller att

X(t) = P-ag(Tyt) , 0<Tppr <n—t,
P.ao(n_t) ) n_t<TCIZ+t

Om vi i ekvationen ovan sdtter ¢ = 0 far vi nuvérdet vid férsékringens
tecknande. Man kan nu genom anvindande av f,;, tdthetsfunktionen
for T4, berdkna vintevirdet av X (t), det sokta kapitalvirdet. Vi
borjar emellertid med att berikna integralen

l(x+t+S) potits

ds =
Iz +t) ®

[ o) ety ds = [ ants)-
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o+t +9))7"" s x+t+® _
:_m@)l@+t]r +/ e l(z+1)
_ ($+7’L) ntD(x+3) B
= —ap(n —1)- W+/ md
_ l(x+n) N(@+t)— N(x+n)
IR T D(z +1) '
Vi kan da ldtt berikna E[X (t)] genom
ELXOUP = [ aulo)eaals) ds +anln—1) - 1 =
- _a (n—t)-l($+n) N(z+1t)— N(xz+n)
- [z +1) D(z+1t)
l(x+n) N(z+t)— N(z+n)
ol =0 Gy D(z + 1) '

Uppgift 4

Vi antar att L och P bada &r deriverbara funktioner. I praktiken
betyder det att vi inte har nagra engangsutbetalningar for livsfall
och ej heller nagra engangspremier.

Vi infor

A(t) = kapitalvirdet av forsikringsgivarens framtida forpliktelser
enligt forsdkringsavtalet vid tidpunkten ¢.

B(t) = kapitalviardet av forsékringstagarens framtida forpliktelser
enligt forsdkringsavtalet vid tidpunkten ¢.

Vi kan da skriva véirdefunktionen, vid durationen ¢, som V' (t), det
vill sidga

1L () + prou S(ut) = P' ()] du.
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Om vi nu multiplicerar ekvationen med D(x + t) och deriverar far
vi, fér vénster led (VL),

d[V(t)D(x 4 t)]

VL =
dt

=V'(t)D(x +t) — V(t)(ptere + 6)D(z + 1)

och for hoger led (HL),

HL=—D(z+t)[L'(t) + pe4eS(t) — P'(t)].

Om vi nu sétter HL lika med VL och dividerar med D(z + t) far vi
foljande relation,

VI(t) = V() (patt +0) = —[L'(t) + pro44S(t) — P'(t)]

vilken, efter forenkling, kan skrivas som

V() = 0V (t) + P'(t) = L'(t) — pase[S(t) = V()].

Detta &r Thieles differentialekvation for en allmén ettlivsforsékring.
Metoden att harleda Thieles differentialekvation kan hidrmed sam-
manfattas som

e Multiplicera virdefunktionen V' (t) med D(x + t),
e Derivera ekvationen med avseende pa t,

e Dividera ekvationen med D(z +t).
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Uppgift 5

Denna forsdkring kan, precis som en sammansatt kapitalforsikring
for ett liv, delas upp i en dodsfallsdel och en livsfallsdel. I denna
forséikring, tvalivsforséikringen, sker utbetalning vid forsta dod.

Sannolikheten att minst en av de tva individerna avlider i durations-
intervallet (¢,t + dt) kan skrivas som

l(lx+1t) l(y+1)
@ i) (Hatt + pry+e) - dt.

Kapitalvirdet vid duration 0, av den eventuella utbetalningen av S
kronor i intervallet, blir da

@4t Uy

. 6t. . . . —
S-e l(x) l(y) (Mz+t+ﬂy+t) dt
_g. D(x+ty+t)

D(z,y)

(Mot + fy4e) - dt

Om man nu summerar over alla sma durationsintervall far man att
forsdkringens kapitalvirde av forsdkringsgivarens forpliktelser, for
dodsfalldelen, &ar

S .

M(z,y) — M(x+m,y+m) . _D(:c+m,y+m)_ ~as(x,y;m
D(z.y) =5 (1 D(z,y) 8 ol ))'

For livsfallsdelen géller att sannolikheten att bada individerna lever
om m ar ges av

lz+m) Uy+m)
[(z) I(y)
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Kapitalvirdet vid durationen ¢ = 0 av utbetalningen S kronor vid
duratiuonen ¢ = m, om bada individerna lever da, ges av

pobm Watm) Uy+m) o D(@+my+m)
5 @ iy 0 Dy

Engangspremien fas da, genom att summera dessa tva delar till

E=P-ayz,y;n) =85 (1—-0-a(z,y;m)).



