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LOSNINGAR

1. a) Kalla integralen I, och genomfor variabelbytet v = 2z + By +
z,v =3y + 17z, w = 4z. Jacobianen 0(u,v,w)/0(x,y,z) &r 2-3 -
4 = 24 och alltsa ar

—u2
e

I = dudvdw.

///R 24(1+ 0%) (1 + w?)

Nu kan vi dela upp I som produkten

I:i dv / dw /e‘“Zdu.
24 R1—|—1}2 R1+w2 R

Den forsta integranden har arctanv som primitiv funktion, och
virdet av den &r 7, liksom den andra integralens vérde. Den sista
dr en en standardintegral med viirdet \/7- Alltsa ar I = 7%/2/24.

b) Gor ett variabelbyte i integralen(kallad I) till de nya variablerna
(u,v,w) = o(x,y, z). Eftersom o dr en linedr transformation &r
jakobianen d(u,v,w)/d(z,y, z) en konstant J € R, som dessutom
ar skild fran 0, eftersom o &r bijektiv(den dr helt enkelt determi-
nanten av matrisen till o). Alltsa far vi

///Kf(u’v’w)dualvdw:///Kf(‘f(l‘,y,z))dedydz:
:|J‘///Kf($,y,2)d$dydz,

eller I = —|J|I = I=0.
c) Lat t ex o(z,y,2) = (z,y,—2), f(x,y,2z) = z och K vara klotet
2+ 4+ 22 <1

2. a) Beteckna integralen med I = fv Pdz + Qdy och anvind Greens

sats. Man kollar att %—?—%—5 = 0. De tva funktionerna i integralen



dr O utanfor (z.y) = (0, —1), eftersom da ar 22 +y?+2y+1 = 22+
(y+1)% # 0. Sa med Greens sats &r [ = — [ Pdz+ Qdy dér o &r
en cirkel, genoml6pt i positiv riktning, med centrum i (0, —1) och
radie € s liten att cirkeln far plats i omradet |z|+|y| < B+2. En
sadan cirkel kan parametriseras med x = ecost,y = —1 + esint,
0 <t < 2m. Notera att y+1 = esint och att 22 +y?+2y+1 = €2.
Vi far med yttreligare en anvindning av trigonometriska ettan att

27 :
esint . ecost
J = _/O (672(—esmt) — Tecost)dt =

27
:/ dt = 2.
0

Se laroboken for en formulering av Greens sats och motiveringen
i texten ovan.

Integrera forsta komponenten av kraftfaltet m a p x :
d
/M = arctan(zyz) + g(y, 2)

och sedan ser man genom instoppning att U(x, y, z) = arctan(xyz)
ar en potential.

I planet dr x = 2y och for punkter (x,y,z) pa skivan ar darfor
5y% + 222 < 4, vilket #r en ellipsskiva F i yz-planet. Vi har
alltsd parametriseringen r(y,z) = (2y,y,2) dar [y,z] € F, och
med area-formeln ar ytan av ellipsskivan

//|r’y><r'Z|dS:\/5//dydz:2\@7r,
F F

eftersom |/, x r/,| = |(1,-2,0)| = v/5 samt F har en axel v/2
och en lillaxel 2/+/5 och alltsi arean (2v/2//5)7.

Eftersom randen &r sluten och F har en potential(enligt a), s& &r

I:/G~dbfr:/G1~dbfr,
Y vy

dir G1 = (z +y,y, 2z + ). Tillimpa nu Stokes sats:

/Gl-dbfr://rotGl-NdS.
o7 E

2



Hér dr rotGy = (0,—1,—1) medan en enhetsnormal(i ritt rikt-

ning, enligt Stokes sats) fas fran planets ekvation och #r (1/v/5)(1, —2,0).

Alltsa ar

I= (2/\/5)// dS = 2v2r /5
E
enligt b).

Vi ser direkt att M,,; = sup{|f(x)— fn(x)], x € [0,1]} > | f(1/n)—
f(1/n)| = 1/2. Déarfor géller inte att lim M,, = 0, vilket enligt
definitionen innebér att f6ljden inte konvergerar likformigt.

Vi kan anvinda Weierstrass M-kriterium. Vi vet att om = €
[—1/2,1/2]) s&

|z™ arctan(z? + 1)| < M,, = (7/2)(1/2)"

och dessutom att den geometriska serien

oo

> (1/2"=1/2

n=1
konvergerar. Allts& konvergerar » o2, M, och da foljer alltsa
omedelbart likformig konvergens av funktionsserien. Det finns
storrre intervall dar komvergensen ocksé &r likformig: samma ar-
gument anvindande att Y7 (1 — €)™ konvergerar ger namligen
likformig konvergens pé varje intervall av formen [—1 +€,1 — €],
dar1l>¢€>0.

En koll med Cauchy-Riemanns ekvationer ger att det dr bara
22 —y% 4 2ixy +2 som ir en analytisk funktion. Den dr for ovrigt
lika med 22 och har den komplexa derivatan 2z.

9@ 1 1/z, s& kurvintegralen dr

d
/dz—/z.
¥ vy %

Nér « ar hela cirkeln, sa ger Cauchys sats att den férsta integralen
ar 0 och hans integralformelatt den andra &r 27¢. Svaret ar alltsa
—2m1.

For att berdkna integralen fér den andra kurvan kan vi parametris-
era cirkelbagen med z = et 0<t< /2. D& ar dz = iettdt samt
1/z = e~% och integralen blir

d /2 Lo , e
/dz — / = / (1 — e "iedt = [e" — it]i;O/Q.
v v * 0



Svaret blir allts& i(1 — 7/2) — 1.
c) Se ovan och kurslitteraturen for satsernas formulering
6. Det hir ar forstas en standardtillimpning av Gauss sats! Lat K vara
kroppen begrinsad av S och ett lock T som ges av z = B? + 1 och

B? +1> /22 + 2. (Man kan litt inse att rotationskroppen K #r en
kon f 6.)

Randen av K ar given av S och T, och vi véljer att orientera bégge
dessa med fran kroppen K utatriktade normaler.

Gauss sats ger nu att

//u-NdS—i—//u‘NdS:/// divudzdydz.
s T K

Vi ska alltsa berdkna de tva sista integralerna. P& cirkelskivan T' med
radie B? + 1 och area 7(B? + 1)? dr enhetsnormalen N = (0,0, 1) och
z=DB?4+1sa

//Tu.Ndsz//Tz4d5://T(Bzﬂ)z;ds:W(Bz+1)2(32+1)4:W(BQH)G‘

Trippelintegralen #r, eftersom divu = 42%, (med E omradet i xy-
planet, givet av B2 + 1 > /22 + y?)

z2=B2+1
/// 4z3dxdydz:// / 423dz | dedy =
K E z2=+/ 22492

2r  rB%+1
= / / (B*> + 1) = rYyrdrdg =
0 0

2m(B? 4+ 1)8
— 2n(B? + 1)5(1/2 — 1/6) = W(SH
Sammantaget;:
2m(B% +1)8 —m(B? 4+ 1)8
[ [wnas = HEE gy nB 1)
S



