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LOSNINGAR

1. a) Vi bor byta koordinater... Forsok t ex med u = zy och v =
22 — 9%, eftersom D (delvis, vad innebdr y > 07) &r givet som
omradet E bestimt av olikheterna v > 1 och v > 1. Da ér
funktionaldeterminanten

d(u,v) _ d(z,y) 1
i) " y(—2y)—(22)z = —2(2*+y?) dwv) 2+
Alltsa ar

/ /D (@ +522§y2_12dxdy:(1/2) / /E eu_;dudv: (1)
i [T [Tt @

For att ovanstaende ska vara ett giltigt argument bér vi for det
forsta kontrollera att variabelbytet ovan &r bijektivt. Om u = xy
och v = 22 — 92 kan vi 16sa ut = och y? Vi ser att villkoret
y > 0 tillsammans med axy > 1 ger att « > 0. Vidare far vi
att u? + 40? = (22 4+ 1?)?, sa 22 + y? = Vu? + 40?2 och 222 =
v 4+ Vu? + 402 vilket ger att vi kan 16sa ut = entydigt(vad &r
x?), eftersom x &r positivt. Ett liknande argument ger y, och
alltsa hor till varje (u,v) € E ett och endast ett (z,y) € D, d vs
variabelbytet &r bijektivt.

For det andra &r integralerna generaliserade, men vi noterar att
den uttémmande f6ljden som vi har anvént given av E,, = {(u,v) 1
u < n,l <wv < n,svarar via bijektionen mot en uttémmande 6ljd
D,, och att integranden ar positiv, s& att det rdcker att betrakta
en enda uttémmande f6ljd for att se att integralen &r konvergent
och berdkna dess virde. Alltsa har vi validerat rdkningen ovan.

3p

IN



b)

i)-iii) Det &r bara om integranden &r positiv som det fungerar att bara
betrakta en enda uttémmande 6ljd(PB s 274-5). Det var den i
berdkningen i a), s darfor fungerar berdkningen dér. Integralen
ar divergent eftersom om vi véljer en annan uttémmande f6ljd av
cirkelskivor med en annan radie r, — oo, sd kommer vi att fa
att integralen blir 7 sin(r2) som inte behéver ha nagot gransvirde
alls, om vi véljer radierna lampligt.

2p

2. Om ett vektorfélt (P, @) har potential(men inte omvint!) géller alyD

‘?)—?. Man ser direkt att detta villkor inte ar uppfyllt av Fo och maéste
det av problemformuleringen vara Fy som har en potential. Vi hittar
den genom att forst hitta en primitiv funktion

/(e”” + arctany)dx = e* + xarctany + ¢(y),

och sedan ta derivatan m. a p y och jimféra med - vilket ger att

1+ 27

-y
W) =1 = W) =-1/2m1+y)+C
Dérmed har vi visat att V(z,y) = e® + zrarctany — (1/2) In(1 + ¢?) ir
en potential till Fq(z,v).

Eftersom F; har en potential &r kurvintegralen av faltet langs en sluten
kurva 0. For den andra kurvintegralen tillampar vi parametriseringen
r(z,y) = ((B+2)cost, (B +2)sint) av . Det ger

2m
/(—y, x)-dr = (B + 2)2/ (sin*t + cos? t)dt = 2n(B + 2)%.
¥ 0

5p

3. a) Eventuella singulariteter dr nér kraftfiltet inte &r definierat d v
s nir z2 + 22 4+ % + 2y + 2 = 0, Kvadratkomplettering ger att
224+ 20+y? + 2y +2 = 0(x + 1)2 + (y + 1)? sa detta intriiffar
precis nir x = —1 och y = —1. 1p

b) Man kontrollerar att F(x,y) = (P, Q) uppfyller villkoret i Greens
sats att %1; = ax Lat omradet E vara givet av |z|+ |2y| < B+4
och (z+1)%2+ (y+1)? > e—det &r alltsa ett omrade vars rand dr



v och en cirkel C' med singulariteten (—1,—1) som medelpunkt
och € som radien(om e ar lagom stort). P4 E kan vi, enligt vad
som nyss sas, tillimpa Greens sats, och far att kurvintegralen
langs v &r &r lika stor som kurvintegralen léngs cirkeln C, given
av (x+1)2+(y+1)% = e. Den sista parametriserar vi som (z,y) =
(=1 +ecost,—1 +esint), t € [0,2n]. Da blir kurvintegralen

27 : 27
esint ecost
/ 5—(—€sint) — ——(ecost)dt = dt = 2.

0 € € 0
2p

Se kurslitteraturen. 2p

Att funktionsféljden f,(z),n = 1,2... konvergerar likformigt mot
f(x) for x € [0,1], betyder att det finns en 5ljd av tal M, si
att |f(z) — f(x)] < M, for alla = € [0,1] och att dessutom
lim,, oo M, = 0. Det vet vi alltsd om foljden f,,. Men tittar vi
da pa foljden g, (z) = fn(z) + x/n s& ser vi att for alla « € [0, 1]
@) =g ()] = |(F@) = Fal@)) — (@/n] < |F(2)— falw)|+|2/n] <
M, + 1/n — 0 nir n — oo. Alltsé till skillnaden mellan féljden
gn(x) och dess grinsvirde f(x), finns det ockséd en likformig be-
gransning M, + 1/n som gar mot 0. Darmed konvergerar g, ()
likformigt. 2p

Vi uppskattar de olika delar som ingér i termerna i serien. 0 <
arctan(nz2472) < 7/2 och om |z| < 1 s4 #r alltsh preran(nz?+72) <
1. Vidare &r forstas |cosz| < 1. Alltsa &r

|prtarctan(na®+72) ooq | < (1/2)"

Eftersom serien y > (1/2)" ar konvergent s& konvergerar var se-
rie likformigt enligt Weierstrass M-kriterium. Samma argument
fungerar for varje intervall [—1 4 €,1 + €]ddr e > 0. For =1 sa
konvergerar serien inte eftersom den d& &r en summa av odndligt
manga termer cos 1 # 0, s& detta &r det bédst mojliga resultatet.

3p
Enklast dr att anvinda Cauchy-Riemanns ekvationer. De par-

tiella derivatorna &r latta att berdkna, och ekvationerna ar endast
uppfyllda for f;. 2p



b)

f(2) == 25 = 1+ -5 s& vi ser att f(z) har en enkel pol i z =
2 med residy 1. Enligt Cauchys inregralsats(varfér ar villkoren
uppfyllda?) blir da integralen

-1
/ z dz.
N2 =2
0, nér v dr cirkeln med radie 1 kring origo(eftersom polen inte
ligger i det inre av cirkeln) och 27i for cirkeln med radie 3. 1p

Se kurslitteraturen. 2p

Det absurt jobbiga uttrycket for kraftfiltet antyder att det &r
tankt att man ska anvinda Gauss sats(men det gar ocksa att
berdkna direkt fran definitionen av en flédesintegral; d& maste
man skickligt anvinda symmetri for att se att flera termer av ens
integral &r 0).

Ytan &r en rotationsparaboloid som har en utatriktad normal
som ar (2z,2y,—1), enligt en formel i PB fér normaler till funk-
tionsytor. Alltsé kan vi ta och orientera Y med enhetsnormalen
N=——L (22,29, 1).

V1+4a2+4y?
Lat K vara kroppen z > :1:2+y2, 0 < z < B+3. Dess rand bestar
dels av Y och delsa av ett "lock" L: z = B 4+ 3 med uppatriktad
normal. Gauss sats siger att

//u-NdS—i—//u'NdS:/// divudadydz.
Y L K

P& locket &r enhetsnormalen N = (0,0,1), och z = B + 3 s
u-N=23—(B+3)+ (B+3)% P g a symmetrin ir

// z3dS =0,
L

och eftersom locket &r en cirkelskiva med radie /B + 3, sa ir

I = // —(B+3)+(B+3)%dS = n(—(B+3)+(B+3)?))(B+3).
L



Vidare dr divu = (1 —e¥) + eV 4+ 22 — 1) = 2z, sd att

B+3
12:/// dz’vudazdydz://(/ 2zdz)dzdy = (3)
K D Jz=x2+4y42

or  +VB+3
// ((B+3)? = (2* + y*)})dady = / / ((B+3)% —rY)rdrds (4)
D 0 0

=27((1/2)(B +3)*(VB +3)” = (1/6)(VB +3)°) = (5)
21(B +3)3(1/3). (6)

Enligt det tidigare dr svaret nu Iz — I, som forstas gar att foren-
kla....

3p
b) Se kurslitteraturen. 2p



