MT5002 — Sannolikhetsteori II — (hem-)tentamen

Datum Fredag 4 juni, 2021

Examinator Daniel Ahlberg

Hjalpmendel Kursboken samt annan elektronisk eller fysisk litteratur, berak-
ningsprogram, etc. Samarbete eller assistens av nagon person ar ej tillaten.
Bed6mning Tentamen bestar av en basdel och en betygsgrundande del, vilka
bestar av 20 respektive 40 poéng var. Vid godkéant resultat pa basdelen réttas
aven den betygsgrundande delen, vilken bestammer betyget. For hogre be-
tyg (A och B) krévs, utéver uppnadd podngniva, att 16sningarna som helhet
bedoms valskrivna och vélmotiverade. Ett antal inldmningsuppgifter under
kursens gang har kunnat generera upp till sex bonuspoéng, vilka rdknas in
i den betygsgrundande delen. Féljande granser géller for att uppna de olika
betygsstegen (bonuspoéng inrdknade):

/A B C D E
Basdel 14
Betygsgrundande del | 40 30 20 10 O

Valmotiverade och fullstdndiga 16sningar kravs for full podng. Partiella 16sningar
kan ocksa ge poang.

Forsakran. Dina inldimnade l6sningar behover innehalla ditt namn samt
féljande passage for att bli godkénda: Jag forsdkrar pa heder och samvete att
jag inte fatt hjilp av nagon annan person for att l6sa dessa uppgifter.

Basdel

Uppgift 1. Lat (X,Y)’ vara multivariat normalfordelad med vantevardesvektor
och kovariansmatris som ges av

= (1) o a=(1 D).

Lat U =X —Y och V=2X +Y. Bestdam E[V|U = u| for u € R. (4p)

Uppgift 2. Lat (X,Y) vara en slumpvektor vars tathet ges av

3/2 0<y<z<1,
1/2 0<z<y<l.

fxy(zy) = {
Avgor om vantevirdena for X och Y ar lika eller ej. (4p)
Uppgift 3. Avgor vilka tva av féljande funktioner som a&r momentgenererande
funktion for nagon stokastisk variabel X, och bestdm variansen av X i dessa

fall: (4p)

D=2 )= 50+, Gy =, dal) =1



Uppgift 4. Lat (X,Y) vara en slumpvektor dar X &r Poisson-fordelad med
parameter A > 0 och den betingade férdelningen for Y givet X = n &r bino-
mialférdelad med parametrar n och p. Berdkna E[XY] samt Var(Y). (4p)

Uppgift 5. Lat X1, Xo, ... vara oberoende och likaférdelade stokastiska vari-
abler vars fordelning bestdms av tathetsfunktionen

fx(z) = %(1 ba), zelo]

Lat M, := min{ Xy, ..., X, }. Visa att M,, — 0 i sannolikhet, da n — co. (4p)

Betygsgrundande del

Uppgift 6. Lat X och Y vara oberoende standard normalférdelade stokastiska
variabler. Lat U = aX + bY och V = cX + dY for tal a,b,c,d € R, och satt

a b
B= (c d) '
(a) Visa att U och V ar oberoende om och endast om ac + bd = 0. (5p)

(b) Visa att (U, V)" ar en kontinuerlig slumpvektor om och endast om B &r
inverterbar. (5p)

Uppgift 7. Lat (X,Y) vara en slumpvektor vars téthet ges av
fxy(z,y) = 2, for x>0,0<y<1.

(a) Visa att for y € (0,1] sa ar den betingade fordelningen for X givet
Y = y ar en exponentialférdelning med véntevérde y. (4p)

(b) Bestdm den momentgenererande funktionen ¢ x (t) for ¢t < 1. (6p)

Uppgift 8. Adam och Berit har bakat tva identiska cylindriska tartor. Adam
placerar tio ljus pa oberoende och likformigt férdelade positioner pa den ena
tartan. Berit skir upp den andra tartan i tio lika stora bitar och placerar
sedan ett ljus per bit pa oberoende och likformigt fordelade positioner.

(a) Berit havdar att det forvantade anstandet fran mittpunkten till det ljus
som star ndrmast mittpunkten pa Adams tarta ar lika med motsvarande
forvantade avstand pa Berits tarta. Avgor om Berit har réatt. (5p)

(b) Adam fortsétter att placera ut ljus pa sin tarta pa likformigt férdelade
positioner valda oberoende av varandra. Lat Z, ange avstandet fran
tartans mittpunkt till det ljus som star ndrmast mittpunkten da Adam
placerat ut n ljus. Bestim a,, sa att a, Z> konvergerar i fordelning mot
en exponentialférdelad stokastisk variabel med véntevérde 1. (5p)

Fértydligande: Berit skir tartan med raka snitt fran mittpunkt till randen.



Uppgift 9. 1en urna ligger initialt en réd och en bla boll. T var tidssteg dras
en boll ur urnan (enligt den likformiga férdelningen), och laggs sedan tillbaka
tillsammans med en boll av motsatt farg. Lat Y, ange andelen réda bollar i
urnan efter n omgangar.

(a) Visa att den forvantade forandringen E[Y,, 11 — Y, |Y;, = p] ar positiv da
p < 1/2 och negativ da p > 1/2. (5p)

(b) Visa att E[Y,,] = 1/2 {or alla n > 0. (5p)

Fortydligande: 'Y, kan enbart anta vdrden pa formen k/(n + 2) for k =
1,2,...,n+1, sd det ar underforstatt att p ar av denna form.

Bonus: Hur tror du foljden (Y;,)n>0 utvecklas 6ver tid? Tror du den konverg-
erar, och i sa fall mot vad?



